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PREFAZIONE

Il problema del rapporto tra progetio come programma formale
e le sue componenti tecniche é da lungo tempo tema di accese polemiche
nelle facolta di Architettura.

Di fatio il problemna didattico della sintesi progettuale rifleite una
condizione strutturale in cui si & venuta a collocare 'architettura dopo
la rivoluzione industriale: la settorializzazione delle componenti disci-
plinari come rispecchiamento del processo piit generale di divisione del
lavoro nelle societa a tecnologia avanzata. La legge dell'efficienza pro-
duttiva ha relegato l'architetto in un ruolo difficilmente definibile al-
linterno della produzione edilizia: da una parte la complessita dell'ela-
borazione progettuale ha condotto alla artificiosa schematizzazione del
processo nelle diverse fasi {quasi autonome) riscontrabili nella corrente
normativa (piano urbanistico, planivolumetrico, progetto di massima,
progeito eseculivo, calcoli statici) dall’altro la stretta interazione tra i
diversi momenti della progettazione porterebbe naturalmente ad indi-
rizzare la didattica verso la formazione di un tecnico-politico in grado
di controllare il processo di formazione del progetto, pur delegando ad
esperti del settore l'analisi specifica delle fasi piit specialistiche.

E proprio alla divisione della progettazione « per fasi » rispondono
gli attuali insegnamenti nelle facolta di Architettura, dove ogni setiore
rivendica gelosamente un'artificiale autonomia il cui costo & la frantu-
mazione dell'insegnamento in corsi slegati dalla realta progetiuale pro-
prio perché isolano, nel progetio, niomenti che non possono essere
SCISSt.

Tra gli insegnamenti pii autonomi si collocano proprio quelle
maierie lecniche che piit avrebbero necessita, in quanto metodologi-
camente meno omogenee col resto degli insegnamenti, di essere finaliz-
zate ed integrate.

Sarebbe velleitario tentare di risolvere in sede didattica queste con-
traddizioni, proprio perché mutuate dai processi produttivi e quindi
strutturali della situazione generale in cui il fare architetiura si colloca.
Tuttavia esiste indubbiamente uno spazio per sperimentare i nuovo
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Parte I
ISOSTATICA

Generalita

La Scienza delle Costruzioni si occupa di una serie di problemi
che riguardano la stabilita, le sollecitazioni e la resistenza dei materiali
nelle strutture, Nell'affrontare il problema della stabilita, tornera utile
riassumere brevemente alcuni fonda-
mentali concetti riguardanti la sta-
tica dei corpi rigidi. ZA

Un corpo nello spazio pué com-
piere dei movimenti riconducibili a
spostamenti lungo gli assi x, y, z, di
un sistema di riferimento cartesia-
no, e a rotazioni intorno a tali as-
si (fig. 1).

Perché tale corpo sia in equili- %
brio bisogna che tali movimenti non -
avvengano, e cioé bisogna che la ri-
sultante delle forze agenti sul corpo
sia nulla (R = O), e che il momento y
risultante sia pure nullo (Mr = O).

Tali condizioni di equilibrio possono
essere anche scritte attraverso le
componenti delle forze lungo gli assi e le componenti dei momenti intor-

no ad essi
ZF,
R=0< ZF,
T F,

Queste sei condizioni di equilibrio sono dette equazioni cardinali
della statica (1). Tuttavia in Scienza delle Costruzioni molte strutture sono

fig. 1

e

O IM.=0
O Mr=0< ZM,=0
O M, =0

(1) V. O. BELLUZZI, Scienza delle Costruzioni, vol. I, pag. 41, par. 47
e 48.



schematizzabili su un piano (supponendo trascurabili le azioni ortogo-
nali ad esso) e allora le equazioni si riducono a tre, poiché non com-
paiono pitt (considerando come piano di riferimento il piano x, y) le
forze lungo l'asse z né i momenti intorno agli assi x ed

y:
ZF, =
ZF, =0
IM, =0

Di tali equazioni ci si servira per determinare le condizioni di equi-
librio di una struttura. Da esse risulta chiaro che se un corpo (ad esem-
pio una trave) ¢ soggetto a un sistema di forze attive la cui risultante &
diversa da zero, come avviene nella maggioranza dej casi, si rendono
necessari degli strumenti che sviluppino forze tali da assicurare l'equi-
librio annullando risultante e momento risultante. Tali strumenti sono
detti vincoli e si differenziano, a seconda dei movimenti che possono im-
pedire, in vincoli di primo tipo (carrello, pendolo o biella etc.), di secondo
tipo (cerniera, doppio pendolo etc.) e di terzo tipo (incastro). Corpo e
vincoli formano un sistema statico, che viene studiato attraverso oppor-
tune schematizzazioni e ipotesi semplificative,

Poiché nel piano ogni corpo puo compiere tre movimenti (due tra-
slazioni e una rotazione), tali vincoli debbono essere in grado di impe-
dirli. Se il numero e il tipo di vincoli non impediscono tutt] i movimenti
il sistema si dice labile, se sono strettamente sufficienti isostatico, se
sono in numero sovrabbondante iperstatico.

I sistemi labili non interessano questo studio in quantc non usati
nelle strutture. Ci occuperemo invece in questa prima parte dei sistemi
isostatici. Per tali sistemi (schematizzati attraverso segmenti o curve
che rappresentano la fibra media dei corpi in esame, e cioé il luogo geo-
metrico dei baricentri delle loro sezioni), si fanno le ipotesi semplifi-
cative di completa indeformabilita dei vincol (che si suppongono anche
bilaterali e privi di attrito) e di totale rigidita di aste e travi. Questo
perché le deformazioni interessano solo per quel che riguarda lo sposta-
mento del punto di applicazione delle forze, e sono in genere di entita
tale da non modificare in modo ri-
levante lo schema statico.

Una struttura isostatica & sem-
pre staticamente determinata in /
quanto le equazioni cardinali della F
statica sono sufficienti a determina- e — —}— B
re le reazioni dei suoi vincoli.

Data ad esempio una trave /

(hg. 2), essa ha tre possibil}ilt‘a di
movimento sul piano, e cioe ha tre ‘
gradi di liberté.p Se mettiamo sullo H—KT 7§-
estremo A una cerniera, essa & in T : bf
grado di sviluppare due componenti fie- 2

di reazione (Y, e X,) tali da impe-

dire qualsiasi traslazione. Se poi

mettiamo in B un carrello il sistema
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diventa isostatico gra;ie alla reazio-

ne Y, che esso pud sx{llgppare e che
impedisce le rotazioni intorno a un

punto qualsiasi del piano. Tale si- /
stema presenta pertanto tre inco-

gnite (Yo, X. e Y¥3) per determinare |
le quali possiamo scrivere tre equa- kk' s
zioni di equilibrio (le equazioni car-

dinali della statica nel plaqo), ed e \ o
quindi staticamente deter_mmato. Si \ g
noti che puo essere pericoloso de-

terminare se un sistema & lso§tatlco

o meno unicamente facendo il con-

to dei gradi di liberta e dei gradi di S EE—
vincolo. Bisogna infatti che .olt.re ac!

essere nel numero giusto, i vincoli

siano pure nella posizione opportu- .
na, come si deduce osservapdc_; isi-
stemi in figura 3, 4 e S'(I_abxle il pri-
mo in quanto & pos'51blle una ro-
tazione infinitesima intorno ad A, cig. 4
labile il secondo perghe non sono
impedite le traslazioni orizzontali e
labile infine il terzo in quanto le di-
rezioni delle reazioni si incontrano
nel punto C (cerniera ldealfe) che gh-
viene centro istantan.eo'dl rotazio- %\\
ne (2). 1l discorso sui vmco!l'verra A
ripreso dopo alcuni esercizi che
chiariscono l'argomento, esercizi in . / N -
cui si determinano le reazioni vinco- N / \ -
lari e i diagrammi di so!lg(:ltamo.n'e Ny N N

di alcuni semplici sistemi isostatici. S V
Si ricorda che i diagrammi di spl.le-
citazione rappresentano le condizio-
ni di sollecitazione {sforzo nprmale:
taglio e momento flettente) in ogni
sezione della struttura e possono es-
sere tracciati per punti (calcolando
il valore della sollecitazione in rn‘ol'tl
punti della struttura, riportandgh in
una scala opportuna e unendoli con
una curva) o piti razionalmente espri-

fig. 5

(2) In realta anche il caso di fig. 4 ¢ ricbol?ducibgleinallézuer;z;aZézgg
] ] i troverebbe per :
i a una cerniera ideale che si troverebb : ' 50
;,/lezg;%Zito (punto di incontro delle direzioni di r.eazzoge 'defz tct?r;eun)a
Una rotazione intorno a un punto all'infinito corrisponde infa

traslazione.
11



mendo (dove necessario) la legge di variazione delle sollecitazioni nej
tratti del sistema in cui la variazione & continua (3).

Caratteristiche di sollecitazione

Consideriamo I'equilibrio di un corpo, oltre che nel suo insieme,
in tutte le possibili parti in cui puo essere diviso. E' chiaro infatti che
S¢ un corpo ¢ in equilibrio, dovranno essere in equilibrio anche even-
tuali porzioni di esso considerate singolarmente. Riferiamoci per sem-
plicita alla trave, intendendo per trave un elemento strutturale in cuij
una dimensione prevale sulle altre due e che viene schematizzato attra-
verso una linea (generalmente giacente su un piano), luogo dei bari-
centri delle sezioni. Tale linea viene detta fibra media della trave.

Ora, se consideriamo la trave in figura 1 essa & chiaramente in
equilibrio sotto l'azione della forza attiva F e delle reazioni vincolari
F/2. Ma se essa ¢ in equilibrio, lo dovra anche essere la parte di trave AC,
di lunghezza b, in figura 2.

Questo significa che nella sezione C si dovranno sviluppare forze
tali da equilibrare le forze R, ed F alla sua sinistra. Trasportiamo allora
la forza R, dal punto B in C, ag-
giungendo un momento di trasporto
M. =R, -d. 1l sistema di forze che
agisce sulla sezione C (la forza R, e
il momento M.), si dice risultante  fig.1 ‘F
relativa alla sezione C e mantiene in

equilibrio la parte di trave AC in OZ=F/2 c 4 R /2
quanto abbiamo sostituito ad R, un f °
sistema di forze equivalente. Sulla

sezione C avremo allora una forza fig. 2 ‘F

diretta verticalmente all’asse della

glio, e un momento M. = R, - d detto
momento flettente (fig. 2). Se con- b
sideriamo allora un concio di trave
in C (fg. 3) si avra equilibrio tra
forze a sinistra del concio e forze a e
destra.

Se la lunghezza del concio & Yo Mo
molto piccola le forze a sinistra e a
destra del concio saranno uguali e
contrarie. Il valore delle forze agen-
ti sul concio rappresenta lo stato di By
sollecitazione relativo al concio
stesso. In genere si avranno anche
sforzi in direzione normale alla se-

trave (R, = F/2) detta forza di ta- 1;,&

fig. 3

(3) O. BELLUZZI, Scienza delle Costruzioni, Vol. I, pag. 9, par. 1]
€ pag. 285, par. 196.
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uindi, nel caso piti generale, la sezione sara sollecitata daorsrfig;ﬁ
u‘one,le_ . forzi normali e momenti flettenti (e pitt raramente rln me
e, }S’O convenzione si intendono positivi gli S.fOI‘.Zl normali di ral1.-
t(_)rcent'l). erenti flettenti che tendono le fibre infer\10r_1 delle trav1,1’eltg i
Z%fgrrfij iiirriggllio in cui la forza a sinistra del concio & diretta verso lalto.
S g

Diagrammi di sollecitazione )

i ’ e ascisse
Fissato un sistema di riferimento ortogonalﬁ Coé]r(jlliizstfje dleell . asclsse
inci ‘ori i riportano sulle 1
dente con lorizzontale, s . ¢ funzioni
E(i)lxa(sforzo normale), di T (taglio), ed M (x.nomentoi ﬂcﬁttsec?lle)c,itazione,
la di riferimento arbitraria, ottenendo i diagramm sl
Sca}' diagrammi sono in genere funzioni dlscoptlngg e i O o
Teanldo la risultante relativa ad una sezione generica distante
C - I3 I3
Studiando ad esempio la trave in fig. 4.
Le reazioni vincolari (R, = Ry =
= F/2) sono verticali come il cari-
co F e quindi & assente lo sforzo

i da il «
ale. Per quello che riguar
?;grlri?), esso sara costante qel trat- i—————fs .
to AC (C & il punto di applicazione & =

della forza agente, e sara positivo

per le convenzioni fatte sul segno

di T. Nel tratto successivo €sso sara g, 4

pure costante perché la risultante ]

relativa alle sezioni comprese tra C o s —

e B ha sempre come componente s

verticale F/2~——F::~—I'*"/2 (hg. 5).
Le funzioni del taglio sono dun-

que T.=F/2 nel tratto AC e

T.=—F/2 in CB. ‘
Scriviamo ora la funzione del ]
momento flettente nel tratto AC. Se o/

facciamo il momento rispetto ad ur}qa NWWW
generica sezione S distante x da A, fig.5

avremo (fig. 6)

M,=F/2 -x o

Il diagramma ¢ ciog costitm:ﬂq

da una retta passante per A € di

coefficiente angolare F/2. Il rlferl‘

mento questa volta ha la d1r.eukc))ne

positiva delle ordinate verso il bas-

so, perché il diagramma va disegnato

dalla parte delle fibre tese. Nel tratto
successivo il momento varra

M,=F/2 x—F(x—1/2)

perché anche la forza F applicata in
C da contributo al momento.

T

13



Come si vede le sollecitazioni vengono calcolate a trave indeformata,
in quanto l'inflessione della trave altera in modo trascurabile la posi-
zione reciproca delle forze.

Troviamo ora i diagrammi di
sollecitazione in una trave con ca- \ Mﬂ”]”””””””””””H””ﬂPt/'"
rico ripartito p (fig. 7). &g A2

1
I procedimento ¢ sempre lo # —t

stesso: trovate le reazioni vincolari

(Ra= Ry = pl/2) si fa la risultante 87 p—E

relativa ad una sezione generica s S Tf
pl/2

distante x da A e si tracciano i dia- rl/z
grammi relativi ad ogni componen-

te della risultante (N, T, M). Lo sfor-
zo di taglio sara dato dalla reazione
R = pl/2 meno il contributo dovu-
to al carico ripartito sul tratto (che

vale p - x), (fig. 8). jmm‘mmm
La funzione del taglio sard al- fig.8 oy
lora . 'Wmmﬂ
pl

Tx = = DX
5 p

che ¢ la funzione di una retta che si
annulla per x = 1/2, e cioe il taglio

¢ nullo in mezzeria. M
fig.9 Ogpr
Il valore del momento flettente i
nella stessa sezione generica S sara
la somma dei momenti generati dal- 2
la reazione pl/2 e dalla parte di ca- &

rico che insiste sul tratto di lun-

chezza x, cioe dalla forza px. Immaginando di concentrare la forza px
nel baricentro del corrispondente diagramma di carico (distante x/2
dalla sezione S), si avra la funzione del momento flettente

pl x
M,r:“x--— 3 L —
2 pr
cioé
2
M, =P, p*
2 2
(fig. 9).

14

Esercizio 1

Si vogliono trovare le_ reazioni
vincolari R. {(di componenti Y. e Xa)
e Ry (di componenti Y5 e XQ e i dia- . s
orammi delle sollecitazioni per una _é_
frave vincolata in A da un car}‘ello
e in B da una cerniera, e sollecitata
da una forza verticale P. o 1

La trave & isostatica perché il N .
numero dei vincol% & strettamente . 1 N
sufficiente a impedire qualsiasi tra-
slazione o rotazione.

REAZIONT VINCOLARI
Dalle equazioni di equilibrio si ricava

TX=0dacui X, =0
Y =0dacuiY¥,+Yy—P=0

. — ; P, =0 Calcolando i mo-
2M=0;M,=0dacui¥s-l—P W Enenti rispetto a B)

2 { tima e(]l]az one s ricava i T —— ost ue]ld() ]lella SECOorIi-
, €8 stit
D 1 a

Pb P(l—b) C

Pb i = P = ———> epoiché
dasihaYb-{—-—l———P:Odacule.—P 7 ;

]—b=a siha ¥, = Pa . Poiché, essendo il carico P verticale, le rea-

zioni saranno a loro volta verticali, si avra:
Pb

=Y, =
R i

Che sono i risultati cercati. _ o
Bisogna ora determinare i diagrammi delle sollecitazioni.

(1) Avendo assunto come positiva la rotazione destrogira.



DIAGRAMMI DELLE SOLLECITAZIONI

Pa
. . .. . Y= T, =2
Si sostituiscono ai vincoli le cor- R Ll
rispondenti reazioni e si studiano gli c
‘/,}/

effetti che tali forze, insieme alle for- [

. . a b
ze attive (in questo caso P) provoca- e 3
no sulla trave.

SFORZO NORMALE

Non esistendo forze parallele
all’asse della trave non si hanno sol- M H
lecitazioni di trazione o compressio-
ne. N = Q.

|
TacLio : - T
Il taglio ha valore positivo nel |

M
fratto a e negativo nel tratto b (H.

Nel primo tratto il taglio ha il valore
della reazione R,, cioé si ha

_Pb
T

Pab

T,

Nel tratto b il taglio vale

Ty = %b___ p 7, = Fa taglio assume cioe il

valore di — R,)

MOMENTO FLETTENTE

In una generica sezione S

il momento flettente vale M = R,. Nel
tratto a R = Ra, mentre x rapp

resenta la distanza di S da A, nel tratto b

(1) Si ricorda che

per convenzione si assumono come segni delle
sollecitazioni:

1 * T (+) taglio positivo

C 3 M (+) momento flettente positivo (sono tese le fibre

inferiori e compresse le superiori)

N (+) sforzo normale positivo (trazione),

16

(I ™

R = R, mentre x rappresenta la distan;a di. S da B. 1l Mf Vc;n?a]%gg?ei
o;legge lineare e assume valore massimo in C. Basta quin
c

il momento nel punto C.

Si nota dal diagramma che il momenéou(positivo) é tgtg ;L(::él:?n}ziz:;
i i0é inferiori della trave, com

i iore, sono cice tese le fibre in

Lrier:)rente dedurre dalla deformazione che P tende a provocare.

Esercizio 2

. "
Calcolare le reazioni }'ingolgrx_e B*

i diagrammi delle sollecitazioni in

una trave vincolata in A da_t una celr_-

niera e in B da un appoggio sempil-

v
K7

; 1 B
i d coppia di a 4
ce, e sollecitata da una copp 4
momento .
IONI VINCOLARI ot
REAZ

Poiché Ia coppia di momento m TTTTTTTITITIITIIIITIILL™

tende ad imprimere glla trave una
rotazione destrogira si nota intuiti-
vamente che le reazioni dovranno
imprimere alla trave una rotz(\izmne MWHLM
Jevogira che equlhl_)rl la prece ente,
cioé una coppia di braccio [ e for- O a——
mata da vettori di dirggllone oerltlcc))g(])g-
carr ' .
na]f: i:lz]\ai;ga:c?lo(pcfg reea:zioni normali al piano d’appog‘gxo.).dBlsogr}Iaib(gg
5;5)iﬁrcarge queste considerazioni intuitive con le equazioni di equi
e determinare i valori di R. e Rs.

= [ Z2Y =0
X =0 ZM. = O l
X.=0 WI—-—Y;,[:O(]) ’ Yh——'Ya:O
m O
(non esiste) ‘1 Yy = — | Y, = .
sforzo normale) | ! ,
TacLio . o
ioni — one
Poiché entrambe le reazioni hanno uguale valore . direzi

i oltre
ortogonale alla trave, verso opposto, non intervenendo alxltrterafvoerzee Olure
la coppia, il valore del taglio sara costante lungo tutta la

I (negativo per le convenzioni accennate).
{

(1) Avendo assunto come positivo il verso di m.



MomEenTg FLETTENTE

II mo i
mento flettente in una generica sezione S vale:

M, = Y,

P A

; x (dove x rappresenta la distanza A?)

La legge di variazione del M

moment e S o ¢ € lineare lungo tutta Ja trave, e ]

assimo nella sezione B dove varry:

My=_M
b ;A= —m (perché in B i ha x =)

Si - . .
SUperiOIfleOS l?he il diagramma dej momenti
clia trave (dove sono cioe Je fibre t

va disegnato nella
. a
S0no tuttj negativi. e

ese) in quanto j momenti
Esercizio 3

Trova i
re le r 1 vi ieidi
€azioni vincolarj e i diagrammi de]le sollecitazioni della

mensola in l[ i v
N ! gura so]lecxtata da ichi i i
ir hC ) o . ' carichi erticali e da una coppia Ievo-

REaz1oNT VINCOLARI

Yy 2t

. Dalle fomi s . e ] r :
ricava (1):equa210n1 di equilibrio sj AC B Ltm 5 *n
X =0 gy e faAus < 75 B

a cui

X.=0 2m ", 5m
IM, =0 da cuj 1t LT
Mo —2 ¢ .

1,57’!’[-—41}71-4—2[ SS”Z
2 ’
N, = 11 t??l

-11tm
if’jzot da cui
Ya:“+2t+1t:0
TAGLIO

Nel tratto AB

taglio & 3 e il taglio ha il valore del

£=31; poiché la coppiy la reazione Y.. Nel tratto BC il

in C non influenza le solleci-

Coppia m, 4
rispetto ad 4 (Vedi Belluzzi,

18

tazioni di taglio, anche CD sara sollecitato da un taglio positivo pari a 3 .
Nel tratto DE il taglio vale 31— 21 =11 Si puo verificare che anche
partendo da destra, dall'estremo E, si ottengono gli stessi valori.

SFORZO NORMALE

Non esistendo forze esterne parallele all’asse della trave si ha
N = O su tutta la mensola.

MOMENTO FLETTENTE

Partiamo dall’'estremo libero E. Il M, rispetto ad E & nullo, come
si pud verificare sommando i momenti di tutte le forze rispetto a tale
punto. Se cosi non fosse il sistema non starebbe in equilibrio perché
in E non ci sono vincoli capaci di reagire ad un eventuale M,. In D il M,
vale 1t-15m=15tm. InCsihaM;=1t-35m+2t:-2m =7,5tm.
Tale valore si raggiunge immediatamente prima di C. Immediatamente
dopo varra M; = —4 + 75 = 35tm, a causa della coppia applicata in
C.InBsihapoiM;=1t-55m+ 2t-4m—4tm = 9,5tm. Tali valori
vanno assunti col segno negativo in quanto tendono le fibre superiori
deila trave (v. figura) In A si & gia trovato che M; = m, vale 11 tm, nel
calcolo delle reazioni dei vincoli. Si pud anche trovare come somma dei
momenti delle forze attive rispetto ad A, ma tale operazione non diffe-
risce da quella del computo della reazione m..

Esercizio 4

Calcolare le reazioni vincelari e i diagrammai delle sollecitazioni
della trave in fHgura.

REAZIONI 3t o
Applicando le equazioni della Pkt

statica si ottiene: Ya %
Xa (A E C B

X =0 da cui K . - - _é_

Xe—F =0

X, =3t RIHH EE——

IM, =0 da cui g

Yy 6—3t-2—4t-2=0 167 = 3

IABEIRNNEEE] — ¥

Yb:—g—t:Z,Bt B

2Y =0 da cui . o

Yo—4t+2331=0 ww"“ ' e

V.= 167t 3,34 1,66

19



SFORZO NORMALE

1. . Le uniche forze parallele all'asse della trave sono la reazione X

A forza F che agiscono sul settore di trave AC. Si avra quindi w 5

nforzo normale di 3t nel tratto AC (positivo perché di trazione) menltr;o
hel tratto CdB e]DC, non agiscono forze parallele all'asse delle ’parti dfi:
ave, quindi tali settori sonc scarichi i

NGO prmale. Per quanto riguarda lo sforzo

S¥:0rZ0 DI TAGLIO

Nel tratto AE sforzo positivo pari a ¥, ciod

' « cioé 1,67 t. Nel i
:?fg{g vgée 3/;18—15 = —3t2,ﬁ tf Nel t;atto CB il taglio vale ethf:tZI%3E§\IéI]
ratto. = 3t. 1l fatto che nel tratt i io sia posi
tivo si deduce dal tipo di slittamento 6 i)a c?l'eDlg Iflortzaagl}? eSlella proesal-

zione X, spostabile in C tendon i ; -
di trave o ad imprimere alle sezioni del tratto

MOMENTO FLETTENTE

Partiamo dall'estremo A, dove i
_ , il momento {] ¢ i
;ullz. N?'l pzl.mto1 f7xl4momento vale ¥, -2 = 3034 etgenlilee]epg:i)racr‘nigi
« 4—P-2=167-4—4-2=— 132 tm quindi il di i
. . ! ! 12

]tjrl;r\]/teo gse}s;;r?ee il Ifatt(()i cl’ga le hﬁbre tese sono sulla parte gsixapr{c};?:réndfjll:

. nel nodo si ha come momento ri -2 =
tm. Nel tratto DC si ha il momento massimo ircl) gs%e-ttZO:f 6R:m = 46

VERIFICA

Se le reazioni
sono esatte, la somma dei i ri
nodo C dovrebbe essere nulla; v momentl rispetto al

F.Z__P-2+Yu'4"—Yh'2::O,02 tm

L'errore di 0,02 tm (in ogni caso accettabile) & dovuto all'appros-

simazione dj Y,.
;—/;@%

4, 66tm

1,32t
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Applicando le equazioni di equi- °
librio si ottiene (1): . l A ‘ Y
a 2t 1t
IM, =0 da cui AA 2 i/ £ t .éi
———8 tm——z tm + 12 tm + 10 tm + Me2 Mme2 | Mal Mol Mel
4+ 12Y,=0(2)
vy, = — 1 t (rivolta verso l'alto per-
ché la rotazione impres-
sa rispettc ad A & nega- w2 H‘H HH! T
o - =
IM, =0 da cui
Y. 12m+40tm—2tm—2tm = 0 N\
Y, = — 2t (rivolta verso il basso m M
perché la rotazione im-
2U_I_H_|_U_|_Ul

Esercizio 3

Trovare le reazioni vincolari e i diagrammi delle sollecitazioni della
trave in figura sollecitata da carichi verticali e da una coppia in O di

momento = 2 tm.

REAZIONI VINCOLARI

pressa rispetto a B ¢ ne-
gativa)

TaGLIO

Nel tratto AC il taglio vale Y, ciog 2 t, ed & negativo per le conven-
zioni accennate. Nel tratto CD il taglio & costante (in quanto non influen-
zato dalla coppia in O) e vale — 2t + 4t = 2t (positivo). Nel tratto DE
non esiste sforzo di taglio in quanto avendo le forze applicate in D e in E
lo stesso verso, non si hanno slittamenti delle sezioni. Nel tratto EB

infine il taglio vale T =Y, = 1 ed & negativo.

SFORZO NORMALE

Non esistendo forze orizzontali non si hanno sollecitazioni di sfor-
zo normale.

(1) Le tre equazioni di equilibrio 2X = 0; LY = 0; IM = 0, si pos-
sono sostituire con le equazioni dei momenti rispetto a due punti qual-
siasi della trave. Per semplicita tali punti somo stali faiti coincidere
con i vincoli. (Vedi Belluzzi, op. cit. pag. 56 nota I).

(2) Assumento come senso positivo delle rotazioni quello destro-
giro.
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MOMENTO FLETTENTE

Si hanno i seguenti momenti nei diversi punti:
nel punto

- Yb'zmxztm
= 0

momerito
A = 0
C =—2t'2m=—4tm.
0 =—2t:
2t-4m+4t-2m=0 (nel' punto immediatamente a
3 sinistra
O = 0—2tm=—2tm. (nel punto
D
E
B

. Nel tratto DE, in corrispondenza del tratto del
glio privo di sollecitazione, il M, si mantiene costa

di 0)
immediatamente a

destra di 0)

diagramma de] ta-

nte.

Relazioni analitiche tra i diagrammi di sollecitazione

Abbiamo finora disegnato i diagrammi di sollecitazione conside.
randoli separatamente, cioé¢ non relazionati da leggi generali che col.
leghino, nella stessa struttura, la funzione del carico a quella del taglip
e a quella del momento flettente. Esaminiamo ora dal punto di vista
teorico tali relazioni, che risulteranno di particolare utilita nello sty
dio o nella verifica dell’andamento dei diagrammi di strytture com-
plesse.

Consideriamo un concio di tra-
ve (caricata con carico ripartito) di P th
lunghezza infinitesima dx come nel-
la figura accanto. Abbiamo visto che P.dx
in genere lo stato di sollecitazione
varia da una sezione all'altra. Poiché
la distanza tra le sezioni considera-
te ¢ infinitesima, e le funzioni dei T
diagrammi si suppongono continue
nel tratto considerato, la variazione
delle sollecitazioni da un sezione al-
I'altra sard infinitesima.

Avremo allora nella sezione di
sinistra le sollecitazioni M (momen-
to flettente) e T (taglio) e in quella
di destra M + dM e T + dT. Perché il concio elementare sia in_ equilj-
brio, debbono essere rispettate le equazioni cardinali della statica che
in questo caso SONO:

Y =0dacui T—p-dx=T+dT (p-dx & il valore della for-.
za dovuta al carico ripartito)

T+aT

g

M =0 da cui M + Tdx — pdx - %:M—{—dM.

La seconda equazione, ottenuta facendo il momento rispetto a up
polo preso sulla sezione di destra, contiene un infinitesimo di secondo
ordine che si pud trascurare rispetto a quelli del primo. Le due equa-
zioni allora si possono scrivere:

A)p:———-ﬁgj~ e cioé T = f—pdx+ C
dx

B) T = —‘f}/’— ecioe M=J Tdx+C:
X

Quindi il diagramma di taglio si pud ottenere integrando il dia-
gramma di carico cambiato di segno a meno di una costante C; che
rappresenta il taglio iniziale, e il diagramma del momento flettente sj
pud ottenere integrando il diagramina di taglio a meno di una costante
C, che rappresenta il momento nella sezione iniziale.
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Si nota da quanto detto che la funzione del diagramma di taglio &
sempre di un grado superiore alla funzione de] diagramma di carico, e
la funzione del momento flettente di un grado superiore alla funzione
del taglio. Cosi ad esempio se il carico & uniformemente ripartito (fun-
zione di grado zero), la legge di variazione del taglio sara una retta

(funzione di primo grado) e quella
del momento flettente una curva di
secondo grado.

Ricaviamo ad esempio i dia-
grammi di T ed M per una trave
appoggiata agli estremi caricata con

carico ripartito a diagramma trian-

golare come in figura. Concentrato

il valore del carico nel baricentro t
R,

del diagramma di carico (1/3 da B), fay
si possono trovare le reazioni vinco-
lari:

Ra = ql/6 Rb = ql/3

Se fissiamo in A 'origine del si-
stema di riferimento, il diagramma
di carico sara una retta passante per

Ty

l'origine di equazione:

=4

Applicando la A) otteniamo:

Tx =—fpdx + C
e cioé:

Tx=—f ?q—xdx—i—C/

2
Tx ——gfl" + C;

i

¢ poiché C; rappresenta il taglio nella sezione
Ra = ql/é:

xZ

21

Te= 9L
6

0
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- al
Mmax = 1:02 ‘1’6'
iniziale A che vale

iamo ora ottenere la funzione del diagramma dgl ?&mcc;lnlél—
T integrazione della funzione del Fagho\ osservando e que
ﬂettenil p?lr valorge della costante di integrazione ¢ Zero Hi] quan
:l;,ta ;3/(())gtgaio1 in A non esistono momenti flettenti. Avremo aliora:
ap

gl _ 9% 4o da cui Mx =
Mx = [ Txdx Mx:f—é—~—21dx ac
aql 9%
6 61

i z i i si annulla
Il massimo momento flettente si avra nel punto in cui s

la derivata prima di Mx e cioé per Tx = 0:

2

x
Tx = — ]

W
—
0

|

!
:O perx:: —5—20,571

(@)
N

Il momento massimo varra quindi:

ql’
= 1,02 =
Mnmx 16
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Esercizio 6

Trovare le reazioni vincolari e

i diagrammi delle sollecitazioni di
una trave a mensola con diagramma
di carico triangolare (massimo in B
dove ¢ = 4 t/m). 4 B

REAzIONI VINCOLARI [

a . o !
L'incastro in B ha una reazione

. . T
verticale Y, uguale e contraria al
carico:
-12t
l
Yy =2~ = 12t
2
€ un momento M, uguale e contrario ~2ltm
a quello che il carico provoca rispet-
to al punto B.
M

Mo=9L Lo im (1)
2 3

TacLIO

Come si deduce dal senso delle forze a
tivo. In una generica sezione
del carico che precede S. Chi
S si avra percio:

genti il taglio ¢ sempre nega-
S distante x dal punto A esso ha il valore
amando y l'ordinata del carico nel punto

T, = —y-2x- e poiché y = Tq~ x  si ottiene

T, =—9%

2
e si avra il valore massimo in B (x=106) dove T, = g6

Tp=—121
(ugualmente 7, si poteva ottenere con lintegrale:

Ti=—Jpdx+C, e cict T, = — gl.ic_ dx).

. . . . 1
(1) Si & considerato il carico g—— agente sulla mensola concentrato

l
nel suo baricentro che dista ? da B.
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MOMENTO FLETTENTE

. s 1
Il M; si puod ricavare direttamente dalla legge di variazione de
f
taglio: .

9% 4 _ 9%
M_\-:_I‘T_cdxzf—"-zl dx Y

3, .
: i sono altri
La costante di integrazione ha valore ze%) perché '?122 \;11 Si;)ub atn
i risultante. Come veri puo,
da sommare a quello e. i puo, Tics.
moigercllgettamente considerando che M, & il prodotto del ¢
var

i i iderato.
per X cioé per la distanza di S dal baricentro del carico consi
’ g X _ 9%
Me==27T"73 61
In particolare per x = 6 si ha My = —24 t.
Esercizio 7 e -

Trovare le reazioni e i diagram- ‘
mi di sollecitazione di una trave vin-

o
A . A . - e
colata in A da una cerniera e in B s :
da un carrello avente una campata o '%éi‘ F
di m 4 e uno sbalzo di m 2, caricata - o o

con un carico ripartito p =2 t/m
come in figura.

REAZIONI VINCOLARI

Applicando le equazioni di equi- 2 -
librio si ha:
X =0, X, =0 l B
M, =0; Yyd—45—41=0() '
Yy=61

~4
Y =0, Y. +6—4—4=0

e ™!

Per il calcolo delle reazioni si & <7 1‘u,u%

i i i ito il cor- '
i al carico ripartito 1 . | diagram-
S(‘)Stltuélteonte peso considerato concentrato nel baricentro d g
rispon

¢ ¢ ibi icerca delle
di carico. Tale operazione non & perd possibile per lar
a ) « ® . 0 - .
g(;llecitazioni se non per intervalli infinitesimi

(1) Considerando positive le rotazioni levogire.
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TAGLIO

In A il taglio ha il valore della Y. = 2t Per calcolare il T nelle al-
tre sezioni, essendo il carico ripartito, bisogna determinarne la legge
di variazione, stabilire cioe il suo valore in una sezione S, distante
da A e S, distante x, da D. Cominciamo a considerare il tratto AC. Aj
valore 2 t del taglio in 4, per ottenere i] taglio in S, bisognera detrarre
il carico che precede S, e poiché la distanza di S, da 4 ¢ x, tale valore
sara 2 x; la legge di variazione di T nel tratto AC sara dunque
Ty =2—2x Nel tratto CB il taglio varra ¥, —4; (essendo 4t il va-
lore del carico ripartito su AC) cioé — 2 I, € sara costante su tutto
il tratto perché non intervengono altri carichi a modificarlo. Nel tratto
BD infine, conviene considerare la generica sezione S, come distante x,
da D. Nell’estremo D esso varra O e crescera in proporzione al carico,
assumera cioé il valore del carico a destra dj S:, si avra cioe
T; = 2x. Volendo trovare T nel punto B, basta porre in T, = 2 x, i
valore x, = 2 e si avra T, = 4 (1).

MoMENTO FLETTENTE

Per una génerica sezione S; del tratto AC distante xda 4l M, e
dato dalla differenza dej momenti della reazione ¥, e de] carico a sini-
stra di S rispetto alla sezione, cioé:

M = Yﬂx“‘px'—zx—=2x-x2

Il valore massimo del M; in questo tratto si ha nel punto di
massimo della suddetta funzione, cioe dove si annulla la derivata pri-
ma. M’s =0, ciog 2—2x = 0. Tale punto vale x = 1, e si ha un M, di

(1) Paragonando come nella tabella che segue le varie leggi di varia-
3 funzioni del momento flettente,
st nota subito come le funzioni delle variazioni di T corrispondano alle
derivate delle funzioni di M nei tratti corrispondenti. Per questo ai va-
lori positivi di T corrisponde un andamento decrescente di M; e vice-
versa, e nei punti in cui T = 0 si ha per Me un max. o un min. (Bel-
luzzi, op. cit., pag. 281).

Tratto Variazione Variazione Variazione
di T di Mf di x
CB — 2 (costante) 2x — 4 (1 —x) 2<x <4
S e B R
BD 2xi X O0<x <2
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: i tto AC,

1 om. Nel tratto CB, ripetendo B procedmento o ey s 1

. 4 « : b 3 e x_... — .
. e lineare di variazione di : : Lo la
> ha lfl?sdge%gh = — 4. Nell'ultimo tratto BD Conéli?enfeozzf;rguindi
avra g . o i da D. Il momento flette .

: e S, distante x; da D. ! icentro
generécaal ‘s/zzlgvrr; px; del carico a destra di S: concentrato nel bar
dato

. . . . X1 .
e i i p 11 ra 1 - ( 18
d diagramnla dl carico, mOltI llcato per b CC10 d tanza de]
2 i i ii tratto:
b icentro da S) La Iegge dl VariaZlone rlsulta qulndl n queStO
aric .
L 4

MsZZle'Z = X4

. . .. ‘=2
Si ritrova quindi il valore — 4 per il punto B in cui si ha x;

Esercizio 8

rovare le reazioni e i diagram- 2m » 2m 4?
T l U

i di sollecitazione della trave in '-! —
glglural, zca)ricata con un carico ripar- xA'HIHIMIHHIHH T T
5 |

” |

k

I

tito ¢ = 3 t/m. L'appoggio in B, per ../

le ipotesi fatte, & bilaterale. . rv—*x

REAZIONI VINCOLARI #

Consideriamo po§itivi i versi
delle reazioni indicate in figura; se in 2t o
realtd esse avranno verso opposto i
calcoli ci daranno valore negativo.

X=X, — X =0
Y =Y.,—4q=0; Y.=121¢
IM.=Xp:24+q:4:2=0;

Xb:—-—lz €
X, =—12

da cui

La reazione Y, ha quindi il ver-
so indicato in figura, mentre X, e
Xy lo hanno opposto. I smtemg &
in equilibrio perché il vincolo &
bilaterale.

SFORZO NORMALE

Lo sforzo normal’e ¢ dato dalle
componenti secondo l'asse della tra-
ve delle forze che sollecitano le va-
rie sezioni. Nel tratto AC le forze
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parallele all'asse della trave sono X, e X, (1). Le altre forze non hanno
componenti secondo la direzione x e percio in tale tratto si avra uno
sforzo normale di 12 t, positivo perché di trazione. Chiamiamo « l'an-
golo formato da BC e dalla normale in C ad AC, e consideriamo una
sezione in C normale all’asse di CB. Se tagliamo la trave in tale sezione
€ sostituiamo al tratto AC le corrispondenti forze riportate in C, la
sezione sara sollecitata, escluse le coppie, da tre forze: X, ¥, e 2q
(carico gravante su AC). Le componenti di tal; forze secondo CB sono
(vedi figura) X, cosa, Y, cosa, 2 g cosa, e sommate danno:

(12 + 12—6) —YZ—Z— =9 V2t
che ¢ il valore dello sforzo norma-
le positivo in C.

Se chiamiamo x la distanza di
una generica sezione S di BC dal-
la normale ad AC passante per C il
valore di N in S & 9 V2—gx cosa
(gx cosa & la componente secondo
BC del carico gravante su CS e quin-
di produrra uno sforzo negativo di
compressione). La legge di variazio-
ne di N lungo BC sara dunque:
V2
2
€ quindi in B (dove x = 2) lo sforzo

normale varra 6 V2 t.
TacLio y Ot T
Le forze trasmesse dal tratto +
AC ad una sezione in C normale a \
-
[~
o

0 SUOTZSS BITSU STRWICU 0ZJ0J

N, =9vV2-3 x

CB oltre che sforzi normali, danno
sforzi di taglio. Tali sollecitazioni
Sono ortogonali all’asse del tratto
CB e quindi si ricavano trovando Ie

componenti di direzione normale al-

l'asse di CB delle forze agenti X,

Y, 2 g, e sommandole, tenendo pre- N
sente che le componenti di 2 qge X, N

hanno verso opposto a quella di Y,
(v. figura).

D suorzes eyfeu oryfe; tp 0ZOJdJG

Toe=(X.+2g—Y) seno = —3 V2

(1) Le forze X, e X, sono spostabili in qualsiasi punto della strut-
tura, purché si aggiunga una coppia di trasporto. Tuttavia per le solle-
citazioni di sforzo normale tale coppia non viene considerata non
producendo sollecitazioni assiali.
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Se ci spostiamo lungo la trave da C verso B, si somma gri?)crllitzg
ente l'effetto del carico ripartito y e percid in una genzyl? Szié-
Eini ¢B il taglio vale Tc — gx sen «, la legge di variazione di T, sara:

V2
2

X

Ti=—3vV2—3

¢ 73 i da il tratto
to B (x = 2) T varrdh — 6 V2. Per quanto riguar _ )
C i?lizlzlg%ﬁ)nha in X, il valore di Y, =12 t. In una generica se?one fli
gsso varra Y. — gx’, chiamando x’ la distanza di S da 4. La legge
iazione di T in AC sara:
varia 3y

Nella sezione in € normale ad AC esso sara quindi 7 = 6 1t.

MOMENTO FLETTENTE

Poiché la legge di variazione del taglio ¢ lir@arg, la legge d1t vaaéll&-
zione del momento flettente sar2 una funzione di 2° grado in entr

1 traIEItéi tratto AC il M; di una generica sezione S’ distante x’ da A
vale infatti: , )

x x
" g X S =124 — 32
My =Yux gx 5 12 x 5

i i in C(x’=2) dove si ha
] momento flettente massimo si ha n ] ]
M -—I 18 t. Nel trattd BC il momento flettente cllll unﬁ ger_nerlcra:i;elz;o?grzsé
ista e legge per quello che rigua )
distante x” da A, ha la stessa le . arda le ot
icali e X, in questo caso ilo,
verticali, ma non avendo la reazion . o braccio nulle,
i i ' one di M, Detta y la di
bisogna considerarla nell’espressi e di ' istanza di 3
i tazione generata .
'asse di AC, tenendo presente che la ro > ta 2
g?sltiia col segno negativo perché comprime le fibre inferiori, la legg

di variazione di M, sara:

123

M, =Yx"—gq S yX. e poiché y = x”" — 2 (v. figura)
s = a 2
3 ] 1z
M= 125" — == — 12 (x" —2)

Anche questo diagramma avra un valore massimo in C in cul
M.=18t. Se i due tratti fossero
cioe rettificati il diagramma risul- Yo -,
terebbe chiuso.

VERIFICA DELLE REAZIONI

i P==Y

Concentrato nel baricentro del a

diagramma di carico il valore totalg

del peso P =12 t, il problema & o o =
quello di chiudere il triangolo'dl f—iM L scala lunghezze

equilibrio formato da P, dalla dire- , o

zione di X, e da una terza direzione
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per AH, in cui H ¢ il punto intersezi irezi
; u H ) one della direzione di X,
retiamdlt ap.ph_cazmne di P. Dalla soluzione in figura si veriﬁcca(mchlil
co};]c'd comc,l_de con la} componente Y, della reazione in 4 e X, = 12t
1de con l'inverso di X,. (V. Tedone - Statica Grafica pag. 161).

VINCOLI ESTERNI E VINCOLI INTERNI

impe{i;?gsél f;l dlverSIftiCa(I:]O persil numero e il tipo di movimento che
una struttura. Si possono disti i
pediscono ir a st inguere due cate
principali di vincoli: vincoli a t i i i i et
C : erra e vincoli interni. Me i imi
P ¢ ) ! 1 . ntre i primi
r:zzgilcs);(i)r::% sec:_on](;lg una chr;ezmne precisa, i secondi sono sede dj dil\)/erse
€ s1 elidono tra loro. Cid risulta i it i i
s faoni che s . oro. Ci a Intuitivo se si considera che
incoli a terra & fornita dalle f dazioni indi
da rrone VLI C ondazioni e, mdlrettamente
entre le forze che arriva i vi I i i ,
\ no ai vincoli interni
smesse dalle aste che in essi I inors
. convergono, e dovendo tali vi ii i
aste . , ncoli interni
essel:se. in equilibrio, tal.l for'ze non possono che elidersi a vicenda
1 possono costruire, in base ai movimenti che ciascun vir;colo
consente o impedisce, le seguenti tabelle

. .. Sim-
tipo | vi 3 ]
D ncolo bolo impedisce permette
5 _
é I ;ggggigéo g i traslazioni traslazioni orizzon-
verticali i i
> | ;cah e rotazion
g - . » . T o
g II |cerniera A trasl;;zmm verticali rotazioni
S e orizzontali m
=
III |incastro tra_slaziopi orizzon- Vi
tali, vertic. e rotaz.
. sim-
Vvineco 5 ]
lo bolo impedisce permette equazioni
: . e
£ |cerniera traslazioni vert, - 5
&2 linterna ° e orizzontali rotazioni Me garz) =0
2 : —_
- doppio ‘ .
g [pen dolo |1 | traslazioni vert. traslazioni |3y (parzy = 0
S |verticale fe rotazioni orizzontali pare:
= : I
doppio l I
pendolo ;tr?.slazmm 0rizzon- | traslazioni 2Y parzy =0
orizzont, )tal e rotaz. verticali =

evidgftr’ i é}pcgh a terra le diverse funzioni dei varj tipi di vincolo sono
. 1. L€ da notare che, mentre per I'appoggio semplice la dire-
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che riguarda i vincoli interni si deve
tenere presente che essi congiungo-
no due (o pil) parti di una stessa
struttura. Se infatti la cerniera fos-
se fissata a terra (fig. a) essa toglie-
rebbe a ciascuna delle x aste in essa
convergenti 2 x possibilita di movi- L
mento, mentre se fosse fissata in- 2A
ternamente alla struttura (fig. b) es-

sa toglierebbe 2 possibilita di mo-

vimento alle aste 1, 2 e 3, ma, es-

sendo a sua volta sostenuta dall’asta

4, non toglie a questa nessuna pos-

sibilitda di movimento. La cerniera C impedisce allora due movimenti
a tutte le aste che in essa convergono meno una.

VC:2(VZ'~'-1)

figs b

Come applicazione vogliamo stabilire se nel sistema di fig. b, esi-
stono possibilita di movimento o se tuiti i gradi di liberta del sistema
sono assorbiti dai vincoli. Ogni asta ha 3 gradi di liberta, ed essendo
le aste 5, in totale i gradi di libertd saranno 15. Vediamo ora quale
numero di movimenti i vincoli 4, B, C, D, E, F sono in grado di impe-
dire. A, essendo un incastro, preclude 3 possibilitd di movimento. B,
appoggio, ne impedisce una, come pure D. La cerniera in E impedisce 2
possibilita di movimento. Le possibilita di movimento che 1 vin-
coli esterni sono in grado di impedire sono dunque in numero di
34+ 1+ 1+ 2=7. Rimangono i vincoli interni € ed F. Applicando la
formula si ha che C impedisce 2 (4 — 1) = 6 movimenti, mentre F ne
impedisce 2(2—1) = 2. In totale si ha allora che la struttura puo
compiere ancora un numero di movimenti pari al grado di liberta to-
tale (15) meno gli impedimento dei vincoli, cice 15—7—6—2 = 0.
La struttura cioé non si pud muovere ¢ non ha vincoli sovrabbondanti,
¢ cioe isostatica.

Il doppio pendolo si pud considerare formato da due pendoli pa-
ralleli con le cerniere unite da un’asta. Consideriamo prima due pen-
doli convergenti in un punto. Un'asta collegata alle cerniere A e B, ha la
possibilitd di ruotare intorno al punto d'inconiro dell’asse delle due
bielle (o pendoli), cice 0 (v. figura). Questo fatto permette di considerare
il punto 0 una cerniera ideale. Quan-
do la cerniera 0 & all'infinito, come o
nel caso in cui i due pendoli siano ' ; ?0“‘
paralleli, la rotazione di un'asta in-
torno a un punto allinfinito corri-
sponde a una traslazione (orizzonta- A B
le nel caso di figura). L'asta a in figu-
ra, negli spostamenti di EF, si man-

tiene sempre parallela a se stessa, e c B e 0
quindi si puo affermare che il doppio
pendolo verticale consente solo spo-
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stamenti in una direzione ma non rotazioni. Se nell'esempio in figura
GH fosse collegato a un’altra parte di struttura, anziché a terra, si
avrebbe uno dei casi considerati nella tabella dei vincoli interni. Come
applicazione si vuole trovare con che tipo di reazioni reagisce una strut-
tura formata da due archi collegati tra loro a cerniera e vincolati a
terra con una cerniera e un doppio pendolo. La forza F & ortogonale e
disposta come in figura.

Il problema della determinazione delle reazioni vincolari &, sia in
termini grafici che analitici, quello della scomposizione di un vettore
forza (o pit vettori) in due o pitt direzioni. Il problema che si presenta
immediatamente ¢ quindi quello di stabilire quali siano, in una certa
struttura, queste direzioni. Nel caso specifico notiamo che I'arco tra due
cerniere BC, essendo scarico, pud essere assimilato a un pendolo, ed &
quindi determinata la direzione della reazione in C. Sappiamo poi che il
doppio pendolo reagisce secondo la direzione dei pendoli, paralleli tra lo-
ro, e quindi, trovato il punto 0 di intersezione tra BC e la retta di applica-
zione di F, mandiamo per 0 la parallela alla direzione dei pendoli. Si trat-
ta ora di scomporre la forza F secondo le componenti F, e F, di direzione
assegnata. Mentre per quel che riguarda la reazione in C il problema &
risolto, poiché di R. conosciamo la direzione, e sappiamo che ha inten-
sita uguale a F; e verso contrario, per quel che riguarda il doppio pen-
dolo in A non abbiamo ancora determinato le reazioni secondo i pendoli
As Ar e Ay A, Per far questo spostiamo la forza F, (parallelamente a sé
stessa) in D. Naturalmente in D avremo la forza F’, ¢ un momento
M =F'; - b, dove b ¢ la distanza di F’, da D. Le reazioni debbono equi-
librare sia la forza F’; che il momento M. Siccome F’; & in mezzeria ri-
spetto ad A, e A,, le reazioni a tale forza saranno F’;/2. Le reazioni equi-
libranti il momento M sono M/l (dove | & la distanza A — Ay). Queste
due reazioni di uguale modulo M/, hanno direzione opposta tale che
il loro momento sia opposto a quello di M = b - F’,, Per il principio di
sovrapposizione degli effetti si possono ora comporre le reazioni par-
ziali e si ottiene:

Fy\ M
Reazione secondo 4, 4, = --2 -7

Fy M
Reazione secondo A; 4; = > + T

Che le reazioni non
fossero uguali nei
due pendoli era fa-
cilmente prevedibi-
le perché essi deb-
bono reagire an-
che a2 un momen-
to. Sarebbero state
uguali se F, fosse
stato incidente in D
(b = 0).
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Esercizio 9

Trovare le reazioni vincolari nei
sisterni in figura. Nel caso della for-
za verticale il tratto AC, essendo sca-
rico, si pud assimilare a un.pendo?
lo e quindi R, avra la direzione di
AC. Perché ci sia equilibrio poi, R,
dovra passare per lintersezione del-
la retta di applicazione di F con la
congiungente AC. Nel caso della cop-
pia in B di momento M una reazio-
ne (R.), dovra ancora passare per 1.1 1
pendolo scarico AC. Dovendo equi- ¢
librare una coppia R, avra la stessa u
direzione ma verso opposto, tale che
il momento formato dalla coppia
dovuta a R., R, sia uguale ed oppo-
sto ad M. Il modulo delle reazioni
sara M/l, dove con ! indichiamo la
distanza tra le rette di applicazione
di R, e Rs.

M/1 M/1

Dimostrare che il complesso di aste
e nodi ABCE si comporta nei confronti
di un'asta ad esso fissata in D come un
incastro.

Se infatti 'asta in D & sollecitata da
una forza obliqua F e i vincoli sono ca-
paci di equilibrarla, allora ABCE corri-
sponde a un incastro (1). In altre .parole
un vincolo di incastro deve essere in gra-
do di impedire traslazioni orizzontali e
verticali, e inoltre rotazioni. In guestp
caso, riporta la forza F in D, essa ¢ equi-
valente a una forza F’ di uguale direzio-
ne, verso e intensita, pit una coppia 'dl
momento M = F - h. Il vincolo deve quin-
di reagire con reazioni uguali e contrarie
a F'c e F'y e un momento reagente pari a
— M. Il momento M sara senz’altro equi-
librato da forze agenti secondo i pendoli
paralleli BA ed EC. 1l loro modulo sara

(1) Trascurando, naturalmente, Zq de-
formazione delle aste che produrra lo
spostamento del punto D.
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M/l (chiamando [ la distanza AC

) e il momento della coppia che ne
risulta sara tale da equilibrare

M. Rimane ora da equilibrare la sola
forza F applicata in D. Le aste che portano ai vincoli a terra questa
forza sono la q, b, c¢. Bastera allora conoscere gli sforzi con cui sono
sollecitate queste aste per determinare le reazioni. In altre parole si
tratta di scomporre F secondo tre direzioni (a, b, ¢) (v. figura alla pagina
precedente, in basso). Una volta trovati gli sforzi che le aste trasmet-
tono in 4 e C, si €Ompongono per trovare le reazioni:

RC:SIJ+SC—“ 'A%

Ro=5.+ M

!

Poiché allora, le reazioni riescono a equilibrare le forze agenti,
ABEC corrisponde a un incastro.

Esercizio 11

Determinare le reazioni vinco- ,,;2’“_4,
lari di un arco a tre cerniere solle-

citato da una forza verticale F di
2 tonnellate.

SOLUZIONE ANALITICA

Poiché le incognite delle reazio-
ni agli appoggi sono 4 (X,, Y., X5, V),
bisogna scrivere quattro equazioni
di equilibrio. Si ricavano due equa- 42 f——tn e
zioni dalla constatazione che, per-
ché si abbia equilibrio, debbono essere nulle le componenti orizzontali
e verticali delle forze esterne, e una terza dovuta al fatto che debbono
essere nulle le rotazioni rispetto ad una delle cerniere (ad esempio A).
Si ottengono le tre equazioni cardinali della statica:

2:5m

ZY =0 da cui Y. +Y,—F=0
ZX =0dacui X,+ X, =0
ZM, =0 da cui 2-F—Y,-8=0

A queste equazioni bisogna aggiungerne una quarta ausiliaria,
affinché il numero delle equazioni sia pari al numero delle incognite.
Tale equazione & data dall’equilibrio delle rotazioni intorno alla cer-
niera C (1) del semiarco BC.

Meey =Yy 44+X,-25=0

(1) Se il sistema fosse costituito da un solo arco (se non ci fosse
la cerniera C) si potrebbero scrivere tre equazioni soltanto, mentre
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l ter azione si ricava 5 — t e ostituer d() Ile]]a prlIIla
[+ S0S1t1
da a za equ b

. 2
v, = 1,5 t. Sostituendo il valore di ¥, nella quartasiha X, = — =038,

- . ! X
mentre per la seconda equazione si ha che X. deve essere uguale ad X»
ma di verso opposto. Riassumendo:

a

1
_ . =—081t Y,= —1t X,=081
Ya — lrS t' Xa 0'8 2

SOLUZIONE GRAFICA

. . . ) o
Se consideriamo il semiarco scalgco BC, notlax?lo Cheésggrggiescecf;o
i i su
ia i ili na che le due forze esterne che : :
sia in equilibrlo, bisog i in C ali e contrarie
i oltre ad essere ugu rie,
reazione R, e la reazione in C), olire ntrarie,
((ilgbbono avere la stessa retta di Cz;pphcazxone, letlt qliaa\lll? Sggtipggb;i;mo
i i te BC. Unendo con una retta 1 C
rire dalla congiungen ' _ h B P e
i i direzione di R,. Sapendo poi )
cosi determinato la on . che up Sistema puo
i ilibric (condizione necessaria ma no (2
essere in equilibrio ( ne '  sufficiente) (2) se
forze che si incontrano in un p , det :
composto 42 ‘azi i la retta d’azione di F,
i i ta d’azione di R, con la 2
'intersezione della’ ret . \ : retta d'azione di F,
ioé ione di R, sara la congiungen . tta ora
cioé H. La retta d’azion gente A, S tratta 02
i ili on due forze (le reazioni R. : cui
di equilibrare la forza F con d _ ' o R e R O s
i icazione. Si ottiene il triang L
oscono le rette di applica ] librio
(i:r?nﬁgura da cui & facile ottenere le componenti ¥, e X, della rea
R, e Y., X. della reazione R..

Esercizio 12

Determinare lg
reazioni vincolari
col metodo grafico
in un arco a tre
cerniere sollecita-
to su ogni semi-
arco da una for-
za F come in fi-
gura.

le due cerniere presentano 4 incognite; il’ sistema risultere;_bgucezoter;tttcz-
ticamente indeterminato. Poiché invece Parco & formato di due 1 ri:
possiamo utilizzare la condizione cF(ze zl}érjztm B;Z Scl;la z:zuoetcglre brio rt
i0é ] non fac
C, che cioe la reazione Ry (Y5, Xs) cia e
Zl;g(t)[?nczlorno a C. Tradotto in termini grafici questo szgmﬁcadc}lllee lcasogetm.
d’azione di R, deve passare per C. (vedi Belluzzi -.Sc1enz?1 e o)
z'ofxi vol. T . pag. 71-72 e Tedone Cattaneo - Statica Grafica, pl g. me.
I (’2) Se infatti le tre rette d’azione non passassero per u};{aio oag e
si poirebbe avere R = 0 ma non M = 0. (v. Tedone - Mecc. ., pag.
¢ Tedone Cattaneo - Stat. graf,, p. 23).
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SOLUZIONE

Il problema non puo essere risolto trovando la risultante delle due
forze F, e F, e sostituendola ad esse perché tale sostituzione & lecita
solo per ogni singolo semiarco (1). Bisogna percid applicare il princi-
pio della sovrapposizione degli effetti (2), considerando dapprima l'ar-
co sollecitato dalla sola forza F, che da luogo alle reazioni Ry, e Ry, e poi
dalla sola F, con reazioni R, e Ry. Per il principio di sovrapposizione
degli effetti R,, e R, sono componenti della reazione R, come pure R,
risulta dalla somma vettoriale di R, e Rys. Per trovare tali componenti
si procede come nel caso generale di un arco a tre cerniere sollecitato
da una sola forza su uno dei semiarchi, e cio¢ notando per F, ad esem-
pio, agente sul semiarco AC, che il componente di R, dovuto ad F,
dovra passare per la congiungente BC mentre quello di R, dovra pas-
sare per A e per il punto d'incontro della retta per BC con la retta
d’azione di F;. Il problema si riduce ora a trovare due forze, di cui si
conoscono le rette d'azione, che equilibrino la forza F. Cido pud essere
fatto col triangolo di equilibrio (a sinistra in alto in figura) oppure
notando che le forze equilibranti F, sono uguali ed opposte ai suoi com-
ponenti Fy, e ¥, secondo le direzioni di R, e R ,. Applicando lo stesso
metodo alla forza F, si trovano gli altri due componenti R, e R, delle
reazioni da cui si risale, con la composizione di R, ¢ Ry, e poi di Ry,
€ R, alle reazioni.

Esercizio 13

Trovare graficamente le rea-
zioni vincolari del sistema in £-
gura.

Il sistema & isostatico. To-
gliendo infatti i vincoli l'arco
BC ha 3 gradi di libertd, men-
tre AD ne ha uno (poiché, una
volta fissata la posizione di BC,
esso puo effettuare solo una ro-
tazione). In totale il sistema ha
dunque quattro gradi di liberta cui corrispon- _
dono altrettanti impedimenti dei vincoli. 11 "
problema & quindi quello di scomporre la for-
za F secondo le direzioni delle reazioni vinco-
lari. Le direzioni di R, ed R. sono ortogonali
ai piani di appoggio dei carrelli, mentre la di-
rezione di R, sara la retta passante per A e D,
essendo assimilabile la funzione statica del
tratto AD a quella di un pendolo. Si tratta al-
lora di scomporre F secondo le tre direzioni R 3

(1) V. Belluzzi (op. cit.), pag. 48, par. 51 e pag. 67, par. 67,
(2) V. Belluzzi (op. cit.), pag. 11, par. 13.
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a, b, ¢, delle reazioni. Applicato F in O, intersezione della retta d'azione
di F con a, e chiamata H l'interse_zmne di b con ¢, si scompone F seco}g-
do la direzione di a e della congiungente HO, ottenendo ,la reazu?ne o
cambiata di segno e un vettore F'. FKacendo'scor\rere F’ lungo la sga
retta di applicazione e applicandolo in H, si pud scomporlo secon IQ
le direzioni di b e ¢, ottenendo — R, e — R,, _d1 m\odulo e dlreflcl)]ne _ilguz}‘l
alle reazioni in B e C e di verso opposto. Si pud controllaresc gﬁ po )1~
gono delle forze formato con le reazioni trovate si chiude (vedi figura),
che cioe il sistema & in equilibrio. S .

Si noti che il punto H di intersezione tra le direzioni b e ¢ corri-
sponde, anche per quel che riguarda la soluzione grafica, a una cer-
niera ideale.

Esercizio 14

IV . 12
Trovare le reazioni vincolari * 1/2 \ / w
dell’arco a tre cerniere in figura, ca- » [T
ricato con un carico ripartito p su D .

uno dei lati, e determinarne i dia-
grammi. _ . )

1] metodo pit spedito per il cal-
colo delle reazioni in un arco a tre A
cerniere & quello di scrivere quattro
equazioni (tre ordinarie e una ausi-
liaria), come nell’esemplo‘wsto in
precedenza. Tuttavia pud essere
espressivo considerare. separatamen-
te I'equilibrio dei tratti AB e BC. La
cerniera B trasmette, rispetto al trat-
to AB, una reazione di componenti
X5, Y, che lo mantengono in equili-
brio, e rispetto al tratto BC una rea-
zione di componenti X', Y’ Per lo
equilibrio della cerniera B in totale
le reazioni X, Y5, X's, Y's, debbono
annuliarsi (v. figura). Possiamo al-
lora considerare il semiarco AB e
quello BC separati, e scgivere p"la‘li) cia-
scuno tre equazioni di equilibrio. ] L
Comentrandcc)1 il carico ripartito ad /4 da A, tali equazioni risultano,

el

ponendo, per la considerazione fatta X'y = — X, e ¥'5 = — ¥4
X.—Xy=0
pl _
equilibrio ] Yo+ ¥ — o= 0
di AB

1 pl 1
— . . - 2 e = ()
M= X f + Yo =
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Xs—X. =0
equilibrio | Ye—Y» =0
di BC [

Mc=Ys:- '—2‘“—-Xb'f=0.

Si ottiene cosi un sistema di sei equazioni incognite. Dalla sesta equa-

zione si ha:

Xb —_— Yb . _{_
2 f
e, sostituendo nella terza
pl {
Yy l—*~ =20 Yy ==Y,
8 8
Dalla sesta equazione si ha:
2 2
B\Z——Xb' =0 daCLliXb:pZ =X. = X.
16 16 f

Dalla seconda equazione si ha:

Yazgi___p_l da cui ¥, = —;—pl.

Graficamente le reazioni si trovano (come nella terza figura) assi-
milando il tratto scarico BC a un pendolo la cui reazione passa per le
cerniere. X, e Y, sono le componenti della reazicne R., come si pud

constatare notando che R. si pud far scorrere in B, ad equilibrare il
semiarco AB.

2 §P1
I e ’
1 B E N
-5
A Mo pl T
3 3 pl? pl2
g P! Tt o

SFORZO NORMALE

Corrisponde alle forze agenti

assialmente alla struttura e per- PRy

cio in AD vale ¥, = — ——Z— pl, in
pl .

DE =Y, = —*— e in EC vale M
16f

Y. = 2 g sempre di compressione e cio&é negativo.

AN

TaGLIO

Partendo dalla cerniera in A, nel tratto verticale del semiarco AB,
iroviamo il solo sforzo tangenziale X, che da appunto il valore (costan-
te), del taglio fino al gomito D (v. figura pag. precedente). Il valore in

’ . P2 . .
questo tratto & ciog — I‘%—-f— negativo. Nel Tratto DB invece le forze che
intervengono sono la reazione verticale V,, trasportata in D,°e il carico
ripartito p. In questo tratto naturalmente X, non genera taglio perché,

trasportata in D, & normale alle sezioni di DB. 1l taglio variera con la
Jegge lineare T :—g— pl — px dove x & la distanza di una sezione gene-
rica da D. Il taglio sara nullo quando:

T,r:% pl—px =0 e quindi x = ——z—"l

Da questa legge si puo ricavare pure la legge di variazione del M;
(a meno della costante di integrazione), poiché in una generica sezio-
ne distante x da D si ha:

M= fT.de= f(—z—pl—px) dx

px’

M_tz—?—;— pl x— + C

che dovremo confrontare con la legge del mom. flettente ricavata diret-

1
tamente dalle forze agenti. In B il taglio vale — pl/8 (si ha: x = -—2—)
e si mantiene costante in BE. Come per AD il taglio vale costantemente
pl’/16f in CE.

MOMENTO FLETTENTE

Nel tratto AD il M; varia con la legge lineare M; = X.-y dove y
¢ la distanza di una generica sezione di DA da A In D si avra

Mi=X.f= —ilg pl2. Per simmetria di sollecitazioni e lunghezze il

diagramma si ripetera specularmente in CE. Vogliamo ora trovare il
diagramma in DB. Le forze agenti sono Y,, X. e il carico ripartito p.
Notiamo intanto che al variare di x (distanza da D) variano i momen-
ti causati da Y. e p, ma rimangono costanti i momenti dovuti a X, e
cioé — X, - f (levogiro) ed & appunto questo il valore di C, costante di
integrazione di [ T.dx. La legge di variaziaz. di M; & percio:

Me=Y, x—px -~§——Xa -f
e cioe
=3 x

M, = I p e X,
3 P P f
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II punto di massimo di questa funzione sara (derivando):

M= —px + 3 pl =10 cict x = —g— L, il che conferma il diagramma
del taglio (che si annullava in tale punto). In questo punto si ha:

M; =P (_9_£_ _p_)
128 16

Nel tratto BE si avra poi un diagramma triangolare passante per
2

My=0e M, :% , perché dal diagramma EC si ¢ visto che tale era il

valore del momento in D.

Esercizio 15

Trovare le reazioni vincolari e

i diagrammi dj sollecitazione della 2t/ lpd*t

trave Gerber in figura. "gﬂ B] =% > _élc @ D
La trave Gerber ¢ una trave su L o )

pill appoggi resa isostatica median- "~ 6m on m

te cerniere (1). Viene usata partico-

larmente quando si temono cedimen-

ti sugli appoggi o quando si voglio-

no alleggerire i carichi gravanti su 2t ‘zt

alcuni appoggi poco sicuri (nello &H HH]HE

schema in esame verrebbero allegge-

riti, grazie al momento M, e M. gli

appoggi in A e D). 38

fo )

REAZIONI VINCOLARI

Si puo considerare il tratto EF
compreso tra le cerniere come una
trave caricata in mezzeria che tra- N
smette ai vincoli un carico verticale Myp= -4 M= =4

. P . . . Oy et
pari a—— , cioe 2 t. Si considerano Ryyrze
2 N i
751

parimenti le parti di trave AE ed
FC come travi su due appoggi cari-
cate come indicato dal problema e 16

con un carico di 2 t trasmesso dal

tratto EF sull’estremo E dello sbal-

zo BE, e sull'estremo F dello sbalzo CF. La determinazione delle
reazioni in AB e CD, si riduce percido al problema di calcolare le

(1) Per le reazioni vincol. della trave Gerber v. Belluzzi, « Scien-
za delle costruzioni », vol. I, pag. 74, per le sollecir. p. 430432,
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reazioni di due travi su due appoggi. Considerando il tratto AS si
ottiene:

XY =0 Yo+ Yy—14 =0
IM, =0 12:3—Y,°6+2-8=0
da cui si ricava: i
26
y, = 8 v,= 28
3 3

Con lo stesso procedimento per il tratto FD, attraverso le equazioni
di equilibrio si ha:
IMy=12-8—Y.-6+24-3=20

da cui si ottiene

Volendo determinare le reazioni consi.der_ando il mstemalcogzzﬁ)r;ai
unica trave bisogna scrivere tante eqlgazg)m qL;aFted ?i)anc;tafica o
i i ioé unazioni fondamentall de
incognite (cioé gquattro}. Le eq tica
scongo due di queste equazioni, mentre le altre due, dettg ausxlllllalgxengl)e,
si ricavano dalla condizione che il momento 'ﬂzttlenAt/je si ann
cerniere, come verra verificato nei diagrammi del M,

Si ottiene quindi il sistema di quattro equazioni:

Y =124+44+24—Y.—Y;—Y.—Ya=0 B
SM,=12-3—Y, - 6+4-10—Y. 14 +24-15—Y,-20=0
M =Y-8—~12:-54+7Y,-2=0
M =Y -8—24:-54+Y.-2=0

La cui soluzione da le reazioni cercate.

SFORZO DI TAGLIO

da un estremo della trave, dal tratto
a una reazione della qernier_a E di Zd'g
e quindi un valore costante del taglio da E al punt? dzl aplglfafic;net: e(i
P pari a 2 t, mentre nel tratto da P ad F il taglio vale t“ven—;ndo Le
¢ quindi negativo. Nel tratto BE (vedi figura), non 1111 etratto do altre
forze, il taglioc si mantiene costante, come pure neé ir \

Si pué cominciare, anzichfé
centrale EF. In questo tratto si h

(1) In un sistema staticamente determinato si possono scrivere
tante equazioni ausiliarie quante sono le cerniere interne.
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tratto AB e in CD esso variera con legge lineare, e basta quindi deter-
minare i valori massimo e minimo in corrispondenza degli appoggi.

Nel tratto AB il massimo valore & dato dalla reazione Y, = -3~ t, men-
. . R 20
tre il minimo é dato da Y, — 12 t = ~-§— t.

Lo stesso procedimento si adotta nel tratto FD, dove si ricava un

. . . . . 38 . .
massimo in C pari a uno sforzo tagliante di —g- t e un minimo in D

pari a — % t. Si puod notare che il diagramma del taglio non presen-

ta particolarita in corrispondenza delle cerniere, cioe le cerniere trasmet-
tono da un tronco di trave all’altro lo sforzo di taglio, senza fenomeni
particolari. Per il mom. flettente invece, il diagramma si deve annul-
lare in corrispondenza delle cerniere.

MOMENTO FLETTENTE

Si considera, al solito, il tratto centrale EF come una trave stac-

. . . P o
cata, e si trova il M,.. causato da P. Esso varra 2— 2 =4 tm e il dia-

gramma, annullatosi in E ed F, poiché non intervengono altre forze
nei tratti BE ed FC, prosegue con la stessa legge fino a B e C (v. figura).
L'andamento del diagramma di M, in AB si ricava graficamente (2) de-
traendo al diagramma parabolico del carico ripartito, il diagramma
triangolare dovuto al momento M,. Il massimo M; in questo tratto si
ha in corrispondenza all’annullarsi del diagramma di taglio la cui legge
di variazione é:
T = Ri—px; Re—px = 0 ¢ il punto in cui si annulla, cioe essendo:

16 16

R, = ——2x=0
3 3

x = 2,66 m.
Mp
(2) Si traccia il diagramma dei %HHHHHHHIHH!W)
momenti (come in figura) del solo Bé
carico ripartito senza tener conto l l
della coppia roginata dalla sollecita- A B
zione di p/2 trasmessa in E dal tron- 1
co EF, quindi si traccia il diagramma
del mom. M della coppia (triangola-
re). Se si raddrizza AB’ fino a farlo

P
coincidere con AB, si ha U'andamen- Mmax B
to reale del M; nel tratto AB, come
st vede nella pagina precedente.
pagina p T 2,66m | 2,66m
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i i i il suo massimo valore
istanza di 2,66 m da A il M, raggiunge dunque i : . lor
?ggitcahé la legge di variazione di M; &, a causa del carico ripartito:
R pr _ 16 2%
CETSTT 3 2
i = 6 vale (nel
i = 2,66 si ha My = 7,1 tm mentre per x '
;isrﬁf)u%ncelop; simmetria, in ), — 4 tm. Come 511 veﬁdg dal g;a;%giimrﬁzi
’ . ® . u .
i ssimita degli appoggi B e C rlsul'tano tese le fibre s
ltr;agtroo CD, con pgrocedimento analogo si trova che si ha un M. a una
distanza di 2,82 m da D e che il valore di tale M. & 16 tm.

Esercizio 16

ioni i i immetrica in fgura.
azioni e diagrammi della struttura si 1 .
1Iizfrte portante ¢ la trave DE, mentre l'arco a tre cerniere ABC &

portato.

8t
" B
D L T T T
8t
T .
\
-4
Lt it_
ht At*
I e [ m
b ?m TM
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Esercizio 17

Reazioni e diagram-
mi di sollecitazione della
struttura in figura.

Nelle strutture com-
poste (come in questo ca-
s0) bisogna distinguere la
parte portante (le cui rea-
zioni sono fornite dal ter-
reno) dalla parte portata
(le cui reazioni sono for
nite dalla parte portante o
da parte portante e terre.
no). In questo caso & por-
tante la mensola BEC ed
¢ portato l'arco a tre cer-
niere ADB la cui reazione
in B & fornita dalla men-
sola BEC,

AZIONI MUTUE E REAZIONI
AI VINCOLI (fig. 1)

Il sistema pud essere
scomposto nell’arco a tre
cerniere e nella trave in-
castrata con l'avvertenza
che la reazione dell’arco a
tre cerniere in B si tra-
sforma, cambiata di dise-
gno, in azione mutua per
la mensola.

(In altre parole I'arco
ADB spinge di 6 tonn. sul-
la mensola BECQ).

TacLio (fig. 2)
La legge del taglio nel

€ si annulla nel punto x =

MOMENTO FLETTENTE (fig. 3)

LTI v

D o E
an 2m
o
2n
A
im 2n 2n
. L .
12t 12t
()
l f6t l 6t
fig. 1
(_1_
12tm 18t
6t f N
-6t
-18¢
6t
6t mem\
g -l2t fig. 2
~18tm
Mﬂﬂfﬁ; e
r
6tm
18':( )
12tm q }
X7 12tm
equilibrio del
node F
tratto DB e&:
T =6—3x

(x)
2.

Legge di variazione nel tratto DF:
M:=6x—3x/2

Legge di variazione nel tratto EF (origine di x” in E):
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M., = 3x7/2

Esercizio 18

Reazioni e diagrammi
della struttura in figura.

La parte portata e
I'arco a tre cerniere QDE,
mentre sono portanti le
due mensole EB e CA.

Reazioni vincolari ed
azioni mutue '(il si_stema
pud essere scisso in un
arco a tre cerniere e due.
mensole). Nel tracciare i
diagrammi di sollecitazio-
ne bisogna tenere presen-
te la relazione analitica
tra carico, taglio e mo-
mento flettente: quando
il carico & ripartito 1_1 ta-
glio varia con legge linea-
re e il momento con leg-
ge parabolica.

L P m R
2t/m ll“t D %
1m
2t/m L E a N
im
‘At B
A
2t
2t
<_—“3/% 5/2t
j3/2 5/2¢
| G
2t
i | M,=9/2
3/2t’> -
+2t —
— -3/2t
TS
E-y?ﬁ:
HHPE
3/2t
T 2
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Esercizio
19 Esercizio 20 T 2t /m
C . I T T
Reazioni vincolari e diagrammi del m ; I
o oment ; L . . :
telai isostatici: o flettente dei seguenti Reazioni e diagrammi della T
struttura simmetrica in figura. o
i La parte portata & la trave
n 6t e incernierata e appoggiata, mentre i
L B /30tm | la parte portante e Varco a tre  fig. 1 ”
| 6tm cerniere CED. .
Staccata la parte portata da
im quella portante si calcolano le *
reazioni vincolari in A ¢ B le qua- 2m 4 2m o 2m }
]i, cambiate di segno rappresen- g 16t 6t b 6t
tano l'azione che la trave AB — O et
esercita sull’arco a tre cerniere 6t. 6t
N -\ };t- %t | sottostante (fig. 2). . ‘ 12t ‘_’6':
L , s .
g . 1 15, 15, Una volta stabilite le condi-
zioni di equilibrio del sistema ri-
6t o sulta facile determinarne i dia-
grammi che hanno l'andamento  fig.2
¥ - a riportato nelle figure successive.
im 2t Qt
2t . 2 3
=tm
2
6t 6t
3m ? *
: -6t
T Oy
“ LA b7 it ét <_) [
7‘4_________—11%,!; 6tm 6tm
2n 1
" LT
+6t
-6t -6t
N
4 Bo. o C Q = —
im 2t
T Py Mpax = 2tm
3m
A+~ o = 6tm |
A E
iy ¥ 2t ‘\?/étm
2t
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2t/m
Esercizio 21 OO
| i
Trovare le reazioni 40/3
vincolari e i diagrammi di .
sollecitazione del sistema Xeet0/4
in figura, sollecitato da un ©

carico ripartito di 2 t/m.

REAZIONI VINCOLARI

Il sistema pud essere %\

considerato come un ar- 8Nz _ 10
co a tre cerniere oppure 3 C 5\
come una sola trave DABE _4o ’

incernierata in A e vinco- 3 N

lata in C attraverso la biel-
tica presenta quattro in-
cognite, costituite dalle
la (o pendolo) BC. La de-
terminazione grafica del-
le reazioni si fa percio te-
nendo conto che una rea-
zione dovra avere la dire-
zione di BC, e di conse-
guenza R, passera per A e
il punto d’incontro della
direzione di R, con la ret-
ta d'azione del carico con-
centrato nel baricentro
(F). Il problema & cosi ri-
condotto alla scomposi-
zione di un vettore secon- 16
do due direzioni (v. figu- T M
ra). La soluzione analitica
presenta quattro incognite, costituite dalle componenti verticali e oriz-
zontali di R. e Ry. Bisogna quindi impostare altrettante equazioni. Si pos-
sono infatti scrivere tre equazioni ordinarie CX =0; Y =0: M, = 0)
ed una ausiliaria, dedotta dalla constatazione che, affinché 'asta -BC sia
in equilibrio, si debbono annullare i momenti delle forze agenti su que-
sto tratto rispetto alla cerniera B (vincolo interno). Si ottiene allora:

X=X, +X.=0 M, =16 -10—Y. =0
Y =Y, +Y.—16=0 My =X.-4—Y.-4=0
(be)
Si pud constatare dalla prima e quarta equazione che X, = Y. = X..
Dalla terza e seconda equazione si ottiene allora:

S’c = fgz = }{c = ){u; Ifa ’F :gz‘““ 16 = O; IZG = _§-

Wil

I diagrammi poi hanno l'andamento indicato nelle figure.
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Esercizio 22

Trovare le reazioni vincolari della trave in figura, vincolata da
un carrello e un doppio pendolo.

Se togliamo i vinco-
ji e i sostituiamo con le
relative reazioni o inco-
gnite (la cui dirfzzione e
perd nota), otteniamo un
sisterna di forze (v. figura)
cui possiamo applicare le
tre equazioni cardinali
della statica.:

M. =0
—40'4+Ya'230
Y, = 80
Y, = 40

Naturalmente, non es-

sendoci altre forze oriz-
zontali si avra X, = 0.

Verifica:

M. =0
440 + 40-8 — 8-6 =
= 0.

I diagrammi hanno
I'andamento in figura.

T
P

C D E
3m
A B
N am N

6m

I~ i T
Xa=0
g (T Ty O

4Ot Ya=80t

] Anl 2

t t ¥, =0t

O O

[
-80 4O

T 50
~_—~fTTTTTTTTTTTTTTTTTTIY([{( T
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Esercizio 23

Reazioni e diagrammi di solle-
citazione della struttura in figura.

La struttura non & scomponibi-
le in sistemi semplici (travi, menso-
le, archi a tre cerniere).

In tali casi si determinano pri-
ma le reazioni ai vincoli esterni (in
questo caso si tratta di una strut-
tura incernierata e appoggiata) e poi
si determinano le azioni mutue tra-
smesse dalla struttura in corrispon-
denza di un vincolo interno.

Le reazioni in A e B sono ovvia-
mente verticali e pari a 2 tonn.

Determiniamo ora l'azione che
I'asta ED trasmette, attraverso la
cerniera D, alla parte CB.

Tale azione sard sicuramente
orizzontale in quanto ED si com-
porta come un pendolo, ed avra di-
rezione verso sinistra. Isoliamo al-
lora il tratto CB sostituendo ai vin-
coli tolti le corrispondenti reazioni
(note o incognite, come in fig. 2).

Con questo schema risulta chia-
ro che, imponendo !'equilibrio alle
rotazioni intorno a C, si puo deter-
minare immediatamente X:

ZM 3oy =0
2X:—8=0
Xe=4

da cui X. = 4 e Y. = 2. Essendo ora note tutte le forze agenti all'interno
della struttura (fig. 3) & facile determinare i diagrammi di sollecitazione
(fig. 4, 5 e 6). Tali diagrammi non si sarebbero potuti tracciare senza
conoscere X4 Se per esempio avessimo fatto la risultante relativa alla
sezione immediatamente precedente la cerniera B, avremmo trovato una
forza verticale di 2 t (partendo dall’estremo B) equilibrata da due forze
provenienti dall’asta ED e dalla restante parte di BC. Come & noto & pos-
sibile equilibrare una forza data con altre due forze in infiniti modi e
quindi il problema sarebbe rimasto indeterminato.

Esercizio 24

Reazioni ai vincoli (interni ed esterni) e diagrammi di sollecitazio-
ne della struttura in figura. La struttura & isostatica: facendo infatti il
conto dei gradi di liberta si trova che essi sono 15 come i gradi di vincoli
(le cerniere in C e in E tolgono ciascuna 4 gradi di liberta). Si noti che
le aste CE ed EF si comportano come pendoli interni. Possiamo allora
isolare i tratti ABE e CFD come in fig. 2 e (introdotte le reazioni inco-
gnite) studiare il loro equilibrio. Sono note immediatamente le reazioni

2t/m

L

dei vincoli esterni del sistema che si comporta, nel suo complesso, come
una struttura vincolata in A da un appoggio semplice e in D da una cer-
niera. Si sono poi concentrate nel baricentro dei diagrammi di carico le
forze esterne. L'azione verticale del tratto BC sul resto della struttura si
ripartisce, come € ovvio, in una forza di 2 tonnellate in B e 2 tonnellate
in C. Facendo la somma dei momenti rispetto al polo E del tratto AEB si
ottiene il valore di X, (uguale poi a X.):

ZMeapg) = 16 + 12 —~4 —4 X, =0da cui X, =6 = X,
€ da%l'equilibrio alle forze orizzontali del tratto ABE si ricava X. (uguale
a Xy
’ ZXuppy = Xe+4—6=0da cul X, =2 =X,
Facendo ora il momento rispetto al polo B del tratto ABE si ottiene
Y. (uguale a Y.):
EMb(ABE) =8-d +2Y.—8=0dacui V.=2=7Y,
Come verifica possiamo fare il momento rispetto a D del tratto CFD:
ZMd(CFD) =4 4+ 10 + 12 —10—16 = 0.

Note ora le reazioni ai vincoli e le azioni mutue della struttura, risul-
ta facile disegnare i diagrammi che hanno 'andamento e i valori indicati
dalle figure. (8i noti che non era possibile disegnare i diagrammi senza
conoscere le azioni mutue che la struttura si scambia nei vincoli interni.)

[

I - ;

3 -4 4

HILL
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b

T
=y

TTITT

N

N
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Esercizio 25

Reazioni e diagrammi di sollecitazione dell’arco semicircolare in §-
gura di raggio R, sollecitato da una forza F applicata in A.
La reazione verra fornita dalla cerniera B e sara uguale e contra-

ria ad F.

SFORZO NORMALE

Assumiamo un sistema di rife-
rimento come in fig. 2, individuando
una generica sezione S con l'ango-
lo a che essa forma con l'orizzon-
tale. Lo sforzo normale sara dato
dalla componente normale all’asse
dell’arco (fig. 3) e ciog:

N, =—Fsena

Tale legge di variazione mostra
come nella sezione iniziale (o = 0)
lo sforzo normale sia nullo, e come

. . . . ™
€sso sia massimo in chiave [+4 =-——-)

dove N vale: 2
N. = — F sen I
2
Ne=—F

Il diagramma sara allora quel-
lo di fig. 4.

TaGLIO

Similmente per il taglio si avra:
I.=—Fcosa
Il diagramma risultante (hg. 5)

avra valore massimoin Ae B (¢ = 0)
e si annullera in chiave.

MOMENTO FLETTENTE

Conviene assumere il riferi-
mento cartesiano di fig. 6. Il mo-
mento in una sezione generica varra
M, =—F -y dove y vale (equazio-
ne di una circonferenza con cen-
tro O):

C=(R 0, y=V 2Rx—x*
da cui M = —F vV 2 Rx — £

Il valore massimo si ha per
x=R (Mmazz_FR)-
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fig,
A . ig. 1
7‘4_~R_____7|(
S
F fig., 2
3
%
@
F
fig. 3
fig. 5
- ~
fige 4

Esercizio 26

Studiare il comportamento statico e i diagrammi di sollecitazione
della struttura in figura che schematizza una copertura di tipo indu-

8

2t/m

N N
* "

Lom 2m 2Zm

e

striale usata quando & necessario
lasciare libero il perimetro dell’edi-
ficio.

La parte portante & la EBDF,
mentre risultano portati gli archi a
tre cerniere BDH e BEG.

Data la simmetria della struttu-
ra studieremo dapprima la sola par-
te BDH. Successivamente riportere-
mo le azioni mutue di BDH e quelle
(simmetriche) di BEG sulla parte
portante EBDF.

TraTtTO BDH

L'asta BC, essendo caricata so-
lo sui nodi, si comporta come pen-
dolo: azioni e reazioni avranno ciog
la direzione della retta passante per
B e C. Essendo tale retta inclinata

di 45° rispetto all'orizzontale, si avra:.

Xe =Y

Facendo allora la somma dei
momenti rispetto alla cerniera D si
avra l'equazione in una sola ince-
gnita:

ZM; =0 e cioe
2Yy + 12 34X, =0

—2Yy+36=0
Yy =18
Xb=18

Jh
2m

PARTE PORTATA

Ei
.3




Dall’equilibrio delle forze verticali si ricava poi Y

Yp—12—¥Y, =0

Yo=6
e dall’'equilibrio delle forze orizzontali si ricava Xu:
ZX =0
Xb -_ Xd =0
Xe=18

SFORZO NORMALE

Nel tratto BC lo sforzo norma-
le sara di trazione e il suo valore &
dato dalla somma delle componen-
ti delle reazioni Y, e X, secondo la
direzione di BC: ‘

Npe = (18 + 18) -\/52—

I

N =18V2

In DC invece lo sforzo normale
¢ negativo e vale — 18 t.

TacGLIO

Essendo costante la funzione
del diagramma di carico, le leggi di
variazione del diagramma di taglio
saranno funzioni lineari.

Nel tratto DC la funzione del
diagramma di taglio é:

Tiae) = —6—2x

per cui nel punto immediatamente
a sinistra di C si avra:

Tiy =—6—2x 4+ 18

Nel punto immediatamente a de-
stra di C si avra allora:
T.=—6—4+ 18
T.=28
La funzione si annulla nel pun-
to H, dove il taglio deve essere ne-
cessariamente nullo per I'equilibrio
della sezione estrema:
Th=—6-—12 + 18
Tp=0

56

6t

bt

6t

HINVIHOA AI¥Vd

Lt

I

e N

-18

U

o2}
gﬁj

N
[\S)

MOMENTO FLETTENTE

11 momento flettente sard sempre negativo, come si pud intuitiva-
mente constatare considerando la deformazione della trave DH.

Nel tratto DC la funzione del momento risulta:

M(dc) =—-—6x~——

Mgy = — 6 x — x’

e nel punto € (x = 2) il momento varra:

— 12 —4
— 16 tm

M.
M.,

i

]

Nel tratto a destra di € la funzione del momento sara:

My = =6 x~—x* + 18 (x — 2)

e si annullerd nell'estremo H (dove x = 6):

My = 36 —36 + 72
M, =0

Tra1TO EBDF

Come al solito, si riportanc sulla parte portante le azioni mutue
provenienti dalle parti portate (in questo caso simmetriche) e si studia
I'equilibrio generale del sistema ottenuto sotto l'azione delle forze
attive e delle reazioni vincolari.

Si pud facilmente constatare che, data la simmetria delle forze
agenti, l'incastro in F non avra momento reagente né reazione oriz-
zontale.

La reazione verticale sara invece:

Y =0
Y, +12—36—8=0
Y, =32

I diagrammi di sollecitazione, riportati in figura, si possono facil-
mente tracciare partendo da un estremo gqualsiasi della struttura.
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Esercizio 27

J‘

4m

2m om 1m 3m Im 1m 6m

——e

Studiare il comportamento statico e i diagrammi dj sollecitazione
della struttura in figura (1).

Si pud constatare che il sistema & formato da una serie di archi
a tre cerniere e una trave incastrata in A. Se isoliamo infatti ] parte
BFDE, vediamo che essa si comporta come un arco a 3 cerniere dej
cui semiarchi uno solo & caricato (il tratto FE, essendo scarico, si
comporterad come un pendolo). E' cos) possibile determinare le rea-
zioni ai vincoli D ed E e j diagrammi di sollecitazione dj

questo tratto,
Simile ¢& il comportamento statico della parte DG LE, ma bisogna te-

mentre AGI ¢ una trave incastrata in A. 11 sist
bile in 4 archi a tre cerniere (parti portate)
(parte portante).

Per comprendere come il comportamento di questi tratti sj possa

considerare indipendente
ai fini della determinazio.
ne dei diagrammi di sol-
lecitazione, pur di consi-
derare le azioni mutue
che i tratti si trasmetto.
no, tracciamo graficamen-
te le reazioni del primo
tratto rispetto ai vincoli
D ed E. Concentrata la
risultante del carico ri-
partito nel baricentro sj
scompone R secondo FE
(direzione de] pendolo
scarico) ed OD (dove O
¢ l'intersezione di R con

(1) Una struttura assimilabile allo schemaq dell’esercizio ¢

quella
dell’hangar di Fiumicineo di Morandi, riportata allg TAV. 1 ¢ 2
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i g te (vedi fig. a), dall’equili-
hiamate — R, e — R, le forze ottenu > (vedi f ), ¢ juili-
re) c?i -— R, si ottiene Y. ed X. mentre dall equilibrio di — Rq S'il(;:f
b'rloe Ys e X4 Ry e la reazione trasmessa da De R, ¢ la l::leaflorl;(ien]are ;
E’eirr;sieme FE DB ¢ quindi in equilibrio e se ne.pos%)(r;%Eegirsogna -
i i do si passa al sistema successivo ,
diagra e 1o ioé l'azi he il sistema precedente tra-
sente la forza — Ry, cioé l'azione ¢ ! :
nrir:ttzrz al cui equilibrio debbono provvedere forze applicate sul trat
s

to DG LE.
TRATTO BDFE

REAZIONI Al VINCOLI

Perché il tratto sia in equili-
brio deve essere nulla la somma
dei momenti rispetto a un qualsiasi - 1
punto, ad esempio D, e tenendo pre- E
sente che il sistema & un arco a tre
cerniere in cui il pendolo FE & sca- —
rico, la somma dei momenti del trat- 1,5¢/m . o
to EF rispetto a F deve essere nulla. B! P o]
Si ha allora: ‘m T

1) EM;(EF,ZO
X 3—Y.-12=0 33
X.=4Y, (1)

2) Z/‘/Id (totale) = 0 | /
T

X 3—~Y.,6—12:-4=0 .
12Y,—6Y, =48 ' .
dalla prima e seconda equazione si

-3 4
ricava: /
X =321

Y. =8t
i M
oiché la somma delle componenti
I(ja’rizzontali deve essere nulla si ha }W
poi: '
X =32+ X, =0dacui Xg=—32 2, 66m
ZY =0; 8t— 124+ Y, =0; Yy= 4t

1 N
[ ] ] =—— - & la
(1) Esprimendo in funzione di X. si ha Y. = p X., dove p

tangente dell’'angolo che il veitore R. forma con l'asse x. Al variare del
langolo ¢ che il pendolo forma con DB va-
ria anche il rapporro tra Xee Ye e gumdz Xe
e Yi. Questo & importante in fase di proget-

to perché permette di controllare le compo- I%

nenti tangenziali e normali rispetto a FD.




SFORZO NORMALE

Poiché R, ha la direzione del d
_ . : pendolo FE, FE ha sol .
male di trazione pari alla componente secondo EF di X? sfcg‘zocﬁ)cgr'

V3L g = 33

Poiché su F viene trasmessa da FE
) una X; = 32td .
si ha una compressione dj 32t : ovataa X, suFbp

SFORZO DI TaGLIO

Su FE, come si & visto, ¢f sono solo sollecitazioni i indi

SuFE, , i no 1 i
taglio ¢ nullo. In BD, partendo da D siha7 = _—4ip ]5mea llme éllil;lgrfnﬂ
ma che varia con la legge lineare T, — —4 4+ 15% (cfove x ¢ la di-
stanza della sezione considerata da D. In F i] taglio varra allora 5 (x=6)

. . 8
€ si annulla in x = e = 2,66, valore da tenere presente per il diagram-

?Ia‘dei momenti (mom. massimo). Nel tratto BF Ia legge sara poi
c=—4 4+ 15x—_8 €, come si pud Constatare, si annulla ip B,

MomMENTO FLETTENTE

Im 3m 2m

Nel tratto BF la legge di variazio- iy
nesar\an‘_:_px. _Zx_ —_— l;sz X'é=17’8 f
(dove x questa volta ¢ la distanza da
B). In F'si ha M; = —3. Nel tratto
FD invece interviene ¥, = Y, = 8 t.

_Possiamo calcolare Ia legge di
variazione di M; partendo da D e
chlgmando x la distanza di una ge-
nerica sezione da D. La legge sara
allora:

Yl =10,66 | "

2
My=—4x 4 PX _ 4 L 3.
2 4

Nel punto x = 2,66 il valore de]
rr_lomento sara massimo, mentre, per
simmetria, in x =2 - 2,66 = 5,32 si
annullera per diventare poi negativo.

TRATTO DGLE
REeAzIONT AT VINCOLI

Come nel tratto precedente, an-
che In questo il problema & la de-
terminazione, nell’arco a tre cernie-
re DGLE, delle componenti ¥,, X, di
Rie Y. X, di R, (R’. per distin-
guere le due reazioni in E relative
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V'una al tratto BDFE e l'alira a DGLE). Possiamo percid scrivere due
equazioni di equilibrio rispetto alle rotazioni, una esprimente la con-
dizione che il pendolo LE non ruoti intorno ad L e I'altra che lintero
sisterna non ruoti rispetto a un punto qualsiasi, ad esempio G. Si ha

allora:
5

1) ZMipe =X 3—Y,-5=0 X'e::—-s-Y'y
2) IM ¢ irotaley = 0
X 3—Y.2—8:2—4-4=0

Dalle due equazioni si ricava:

Vi, = 33—2 = 1066: x’, 160

= 17,8

La componente X, dovra allora equilibrare I'azione di 32 t tra-
smessa da BDFE e la X’. = 17,8 t. Essa sara di modulo:

324178 = X, = 498
mentre ¥, per l'equilibric dei carichi verticali varra:
448—1066=7Y, =133

SFORZO NORMALE

In DL per l'azione trasmessa varra 32 t, menire in LG
32+ X' =498 t. Nel tratto EL varra V X' + V' 2 =~ 20,7.

TacGLIO

Vale 4 t in D acausadi —Y,=4 t ed & negativo. Varia poi con
legge lineare T, = 4 + px fino ad L dove vale — 6 t (x = 1). L'ascisse x
rappresenta in questo caso la distanza di una generica sezione in DL
da D. Per tracciare il diagramma in LG partiamo da G dove T =
=—133t=7Y, e, detta x* la distanza di una generica sezione com-
presa tra L e G, la legge di variazione di T sari in questo caso:

I e=—133+ px" = 2x — 1,33

Si ha allora T = 0 per x" = 0,66 mentre per x' = 3 si ha T = 4,66 t.
Il tirante LE non ¢ sollecitato al taglio avendo solo sforzo assiale,

MOMENTO FLETTENTE

Partendo dall'estremo libero G, saranno positivi i momenti levo-
giri perché tendono le fibre inferiori. La legge di variazione di M’, sara

’

in LG M’y = 1,33 x' — px’ - —52‘— =133x —x .

Dall'andamento del taglio si nota che per x = 066 m. si ha un
minimo della funzione di M,, Sostituendo si trova che in questo punto
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M; = 0,44. La funzione, per simmetria, si annulla in »" = 0,66 + 0,66 e
in x” = 3 raggiunge il valore — 5,01 tm. Sapendo poi che il M, si deve
annullare in D si conosce anche !'andamento del momento flettente
nel tratto DL. Il tratto LE & sollecitato da una forza assiale che da,
per ogni sezione su LE, momento nullo (essendo nullo il braccio). Tale
tratto sara allora solo sollecitato da uno sforzo di trazione.

TRATTO HEK E IKN

Il tratto HEK & un arco a tre cerniere sollecitato dall’azione mutua
che FE ed LE trasmetiono in E. Tale azione & la somma delle reazioni
R. + R'. cambiata di segno. Indicate con Y.” e X.”” le componenti della
somma di R. e R, si sono trovati graficamente (fig. a) gli sforzi nel
punto HE e nel tirante EK. Componendo infatti:

— Y= — (84 10,66) 1 ¢ -

X.=— (32 +178)t e
si trova la forza F agente in E, che tirante
decomposta secondo le direzioni di puntone
EH ed EK, da lo sforzo in queste H I X
aste. Lo sforzo dell’asta EK, decom- p——

posta a sua volta secondo le dire-
zioni di /K e KN, da poi lo sforzo X, tirante
nelle rispettive aste. Si noti che lo

sforzo di traizone in KN (circa 19 t),

¢ molto rilevante in quanto agente

verticalmente sulle fondazioni, che

non possono sopportare, a meno di "
costosi accorgimenti, elevati sforzi ’5
di trazione. Di fatto si supplisce a ~
questc inconveniente con opportu-

ne zavorre in K, e col peso della co- 37
pertura in /K (non considerato nel- 49,8 14 33 2,8
lo schema). In definitiva sulla trave * ——-—
portante G/A, arrivano, da sinistra 1,33 1,53

. . . 4 H

le sollecitazioni — X, e — Y’,, da de-
stra lo sforzo S (IK) (circa 33 t) e
dal puntone HE una forza di 40 t.
Ricavando graficamente le compo- e
nenti di Sex) si trova che esse sono  -4g 33
di 14 t (orizz.) e 37 t (vert.). Le forze ]Im 21,33 _1s33
che risultano in totale su AGI, tran-
ne la componente verticale di S zx
creano quasi una condizione di equi-
librio e gli sforzi di flessione e ta- —
glio (lievi data I'entita della struttu-
ra) vengono equilibrati dall'incastro
in A. M

-Yy

S(IK) a)

scala lem=1t,

YD 22407

JW ouconpoad

§\

9,9

LE-
i
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Esercizio 28

Studiare il comportamento statico e i diagrammi di sollecitazione
della struttura in figura 1, che schematizza la struttura di un edificio
multipiano cui & collegata la mensola AC (V. nota alla fine dell’eser-
cizio).

La struttura ¢ chiaramente isostatica e pud essere scomposta (fig. 2)
nell’arco a tre cerniere ABCD, nella struttura reticolare CDEF e nel-
I'arco a tre cerniere GCFH.

L'arco a tre cerniere GCFH & la parte portante, menire le altre due
parti di struttura sono portate. Si noti che in F si trova un nodo rigido
che rende continua la trave CFH, su cui & collocata una cerniera che

D E

F
2m
2m
2m

2 t/m £
B C F Zm

( i b
A 2m

R
o

8m 8m L m

16

fig. 2
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funziona da vincolo di secondo tipo unicamente per la parte di strut-
tura sovrastante.

REAZIONI AI VINCOLI

Le reazioni che tengono il sistema in equilibrio verranno sviluppate
dal pendolo GC e dalla cerniera H. Dalle equazioni cardinali della statica
si ottiene:

ZM, =0 da cui 16 -12—Y,=0 Yy=481t
ZY =0 da cui Y, =641
ZX =0 da cui X.=0e X,=0

Esaminiamo ora i diversi tratti di struttura considerando reazioni
€ azioni mutue.

TraTTO0 ABCD

L’asta B D, essendo caricata solo sui nodi, si comporta come un
pendolo, per cui si avra:

Ye=Xa
Le reazioni ai vincoli saranno allora:
M. =0
da cui:
1612 —8X, =20
Xg=241¢
Yi=241
Y =0
da cui:
Y. =8t
ZX =0
da cui:
Xe=241
I diagrammi di sollecitazione
hanno l'andamento indicato in f- -16 o
gura.

TratTO0 DECF

Le forze agenti su questo tratto
di struttura sono le azioni mutue
trasmesse in D dall’arco a tre cer- - 6 tm M
niere ABCD e sono pari alle reazio-
ni vincolari di ABCD con verso op-
posto.

]

64

L'azione mutua trasmessa in C viene invece direttamente assorbita
dalla parte portante GCFH.

Le reazioni vincolari saranno:

M. =20 da cui 24-8—4Y, =0 Y, =48t
Y =0 da cui Y.=T121.
Le aste sono sollecitate da soli ‘2[4
sforzi normali, facilmente determina-
bili con i metodi della statica grafica, i

o considerando questa parte di strui-
tura come catena di archi a tre cer-
niere. Si noti che le aste diagonali
sono tese (adatte quindi ad essere )
realizzate in acciaio) mentre le aste
orizzontali (travi di solaio) sono

compresse.
G _
c =72 4 ; Yf B
} s
‘ 72 1A8
| —
24 l?_a
%64 Ve
-20
N
_Gh
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TraATTO GCFH

Le azioni in C sono mutuate in parte dall'arco a tre cerniere ABCp
(24 t. e 8t) e in parte dal tratto DECF (72 t). In F invece sj avranng
le sole azioni mutue trasmesse da DECF.

Le reazioni ai vincoli G ed H debbono confermare i valor; di vy,
¢ Y, ricavati dall’equilibrio generale del sistema. Avremo infatti:

X =0 da cui Xy =0

IM, =0 da cuij 48 - 4—4V, =0 Y, =48+
¢ infine:

Y =0 da cui Y, =64t

Risultano allora verificati i valori trovati precedentemente. Le sol.
lecitazioni di taglio e momento flettente sono assenti, mentre il djg.
gramma dello sforzo normale ¢ rappresentato in figura.

Nota. — Per un esempio di struttura assimilabile, nel
rali, a quella studiata, si vedano disegni di H. M
schule di Basilea, riportati nelle TAV. 3 e 4

Il comportamento statico & simile, anche se non identico, trattan.
dosi, nel progetto dj Meyer, di una struttura iperstatica. Le aste diago-
nali sono tese in modo da sfruttare correttamente Je possibilita del-
l'acciaio, mentre le sollecitazioni di compressione sono assorbite daj
solai e dai pilastri di sinistra. Il nodo corrisponde a] punto F dello
schema dell'esercizio & irrigidito da controventature metalliche per as-
sicurare la continuita tra trave e pilastro in un punto particolarmente
delicato della struttura: & infatti attraverso questo nodo che la solle-
citazione di trazione si trasmette a terra. Si noti inoltre che, non po-
tendo il terreno di per se reagire a sollecitazioni di trazione, il blocco
delle cucine( a destra in basso nella sezione) provvede a creare I'oppor-
tuno zavorramento che impedisce alla struttura dj ribaltarsi.

le linee gene-
ayer per la Peters.

Esercizio 29

Reazioni ai vincoli e diagrammi
di sollecitazione della struttura in
figura, caricata uniformemente con [
un carico p = 4 t/m e un carico con-
centrato pari a 4 t sulle mensole in-
terne.

Lo schema strutturale in figu-
ra, (isostatico), ¢ molto comune ai
fabbricati industriali con carropon-
te. Esso & costituito dall’arco a tre
cerniere CDE (parte portata) e dai
due tratti incastrati CBA ed EFG
(parti portanti). Conviene considera-
re separatamente la parte portata da
quella portante (il che semplifica i
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calcoli) tenmendo presente le azioni mutue che le due parti si
trasmettono.

REAZIONI Al VINCOLI

Le incognite da determinare sono .3 nell’infzastro Abbe 3S€x;ie\l/]e;2caé
stro G. Considerando il sistema per intero bisognere ediﬁalj e
equazioni in 6 incognite di cui 3. sono f_ormte dalle equaz. car
statica e 3 ausiliarie. Si avrad cioe il sistema:

’EM (tor.) = 0
equazione cardinale della statica ¢ £X () = 0
Y oy =0
SMuerc) = 0 fX, ed My
equazione ausiliaria < SM,pere, = 0 f(X, Yee M)
IMccperc) = 0 f(Xe Yee M)

che risolto da le reazioni. Tuttavia 'cox?vier.le gon51dergred§ép53}21;nha;7§£15€
come isolato, determinarne le reazioni e i diagrammi di so 4

e poi passare a considerare le parti
portanti, tenendo presente che le )
reazioni ai vincoli C ed E, rispetto

alle parti CBA ed EFG (Cop segno
cambiato), si trasformano in azio- g
ni mutue. La struttura & simmetrica,

quindi basta considerare una parte

a destra o a sinistra dell'asse di
simmetria. Graficamente si pud pro- 3
cedere come nella fgura acc?nto,
facendo passare la reazione in C
per il punto d'incontro della retta
d'applicazione della risultante del
carico e la parallela all'orizzonta- '
le per D (operazione lecita splo per
archi a 3 cerniere simmetricamen-
te caricati). Componendo poi la
azione — R. con 3 p e 41 si trova ,
una forza che non passa per A.
Dal trasporto di questa forza in A
si ricava la reazione e il momento
reagente uguale e contrario a quel-
lo di trasporto.

0

Lt

R

NI N
eccentricita della

) . risultante
e
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TRATTO CDE

Il tratto CDE & un arco a tre
cerniere caricato simmetricamente.
Le aste CD e DE sono inclinate a 45°
rispetto all’orizzontale.

REAZIONI VINCOLART

Si possono trovare in due ST TR
modi: <

a) graficamente come in figu- 2o \2
ra, ricordando che in un arco a 3
cerniere caricato simmetricamente e
simmetrico di forma, le azioni mu-
tue dei due semiarchi passano per
'orizzontale passante per D (retta
0). Congiunta la o con la retta di
azione di F (punto H in figura), la
R. passera per CH. Col poligono

simmetrico R.;

b) analiticamente scrivendo
tante equazioni quante sono le in-
cognite (quattro), cioe 3 equazioni
ordinarie e una ausiliaria esprimente _
la condizione che un semiarco (per ' >
esempio DE) non ruoti intorno a D, Si ha .quindi:

ZY =0; Yo+ Y.—pl = 0

3
Myax=12,5

2
Mooy = BE v, 1= ¢
2
! pl 1
EMd(DE):'—Ye'*Z--f-Xe‘)(-F?'T:O ZX=X. 4+ X, =0

Dove ! & la luce dell’arco e f la freccia. Risolvendo si ricava:

Yo=Y. =20t = %{

X. = X — pl’ (la componente orizzontale diminuj-
¢ T A= gf_ sce cio¢ all’aumentare della freccia)
X. =X, =104+
SFORZO NORMALE
20 E’ dato dai componenti delle forze agenti secondo
I'asse della struttura, cioé (R, + R.) cos 45° nel punto C
N in cui intervengono solo le reazioni, quindi:
10 Ne=—30-Y 2 - _15y7
2
68

X
AY
» 5\Z ;
R, Re ,
58 T
di equilibrio si trova allora R. e il R =Ry .
5\N2 LY ]

Ma a causa del carico ripartito lo sforzo normale varia con legge linea-
re e, detta x la distanza di una generica sezione da C, tale legge sara:

Ne=—15 \/—i+px \/22 ein D (x =5) varra —5 V 2 t.

TAGLIO

Lo stesso discorso si puo ripetere per il taglio, con la differenza
che ora i componenti presi in considerazione sono quelli secondq la
normale all'asse di CD. La legge di variazione di T
20 sara:
T: =Y. cosd45 — X.cos 45 — px cos 45°

Nel punto C(x =0) si ha T. =5V 2, in D(x =5) si ha

Ts=-—5+vV 2. Essendo la legge di variazione h'nearer
T 10 il taglio si annulla in x =25 (in questo punto si
avra M.
3m 2m
%H‘“ﬁF“-——*%
MOMENTO FLETTENTE MMZO
Rispetto alla generica sezione § sono uguali 10
i bracci delle forze ¥. e X.. In tale sezione si ¥ Ty
avra allora: o
px? ___}4
Me=20x—10x— - B
(E{Zv ¢ il contributo dovuto al carico ripartito 3
N Xa=lo A
in CS) e la legge di variazione sara; 1 .
pxz )Ma=60
Me=10x— 2 2 Mo = 12,5
' 2 T, 36
TRATTO CBA N -32

REAZIONI AI VINCOLI

Il tratto CD trasmette in C un carico ver- -36

ticale di 20t e una spinta orizzontale di 101.
Per trovare le reazioni nell'incastro A bisogna
scrivere le equazioni di equilibrio, consideran-
do il carico ripartito di 12t su HC concentrato
nel baricentro. Si ha allora:

ZX =0dacui X,=10t.

LY =0;, V.—12—20—4; Y,=36¢t

IM, =0, —12-15—10-54+4-2 + M, =0 -10
da cui M, = 60 tm (momento reagente in A). T —
-12 N

SFORZO NORMALE SRR
Nel tratto HC non vi sono componenti g
delle forze esterne secondo I'asse, e quindi —
N =0 —
—
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Nel tratto CB si ha N = 36 t. Nel tratto BA lo sforzo normale dj
36 t viene incrementato da 4 t trasmesse da BL, percio:

N=32+4=2361
Il tratto BL non ha sforzo normale.

TAGLIO

Chiamata x la generica distanza di una sezione S su HC da H, la
legge di variazione del taglio é:

T ==—px=—4x

¢ cio¢ lineare e vale — 12 t quando x = 3, ciog nel punto C. In CB lo
sforzo tangenziale ¢ dato dall’azione di 10 t ed ¢ negativo perché tende
a far ruotare in senso levogiro le sezioni. Poiché in EA non interven.
gono altre sollecitazioni tangenziali T varra — 10 t in tutto il tratto,
Nel tratto BL si ha T = —4.

MOMENTO FLETTENTE

Nel tratto HC ricaviamo la legge del momento per integrazione
della legge del ‘taglio:
My = fT(x)dx = [ — 4 xdx
M/ =—2x + C

dove la costante iniziale C; & nulla non esistendo momento in H. Sj
pud quindi tracciare il diagramma notando che la tangente alla curva
in H & orizzontale, come si deduce constatando che la derivata prima
si annulla in tale punto. Nel punto C ¢'& quin-

di un momento pari a — 18 tm che, ovvia- -18
mente, va considerato anche per il diagram- ™.

ma su CA. Su tale tratto si passa da — 18 tm N

a— (18 + 10-2) = —38 tm in B. Nel punto |\ -18

B si ha pero un momento di — 8 tm trasmes- A
so dal tratto BL (4 t-2 m), momento che,

avendo verso contrario, va tolto dalle 38 tm. -8
Nel punto immediatamente successivo a B si -38
ha percio —38 + 8 = — 30 tm. Il diagram- -30

ma prosegue, dopo la discontinuita, con la
stessa inclinazione per la costanza della deri-
vata prima (T) fino ad arrivare a un momen-
tc di — 60 tm equilibrato da M.. -50

VERIFICA 38¢

Se il diagramma dei momenti flettenti ¢ f\
corretto, un punto qualsiasi della struttura
deve essere in equilibrio rispetto alle rota-

zioni. T
Verifichiamo ad esempio il punto B d’in- ‘ ) Btm
castro delle due parti di trave CA e BL. Dal

diagramma si deduce che il tratto BL trasmet-

te in B una rotazione destrogira di momento \J equilibrio del
pari a 8 tm, mentre BC trasmette in B una 30tm nodo B
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" colari permette di ottenere utili in-

rotazione levogira di momento pari a 38 tm. Il momento ;isultantg dal'la
azione di queste due rotazioni & 38 —8 = 30 tm come dimosira il dia-
ramma. Questo momento residuo & equilibrato dalla_x rotazione gene-
rata da X, di momento X, -3 = 30 tm. Tale punto & quindi in equilibrio.

CONSIDERAZIONT PROGETTUALI K

Lo studio della distribuzione dei
carichi in relazione alle reazioni vin-

formazioni riguardanti l'architettu-
ra dell’edificio. E’ chiaro infatti che,
in relazione con altre esigenze di va-
ria natura, l'impostazione del pro-
getto va fatta tenendo presente che
in una struttura in cui probabilmen-
te verranno usati componenti pre-
fabbricati, & preferibile avere sforzi
normali e di taglio anziché momen-
ti flettenti, specie agli incastri. Ora
il momento all'incastro A dipende
dalla direzione della risultante delle
forze agenti sulla struttura. Come si
vede nella costruzione in figura infat-
ti, scomposta la forza F, dovuta al
carico ripartito su CD, nei compo-
nenti F' e F”, il componente F” viene
equilibrato dall’azione mutua del re-
sto della struttura, mentre F’ va com-
posto con il carico N agente su HC
dando il risultante §'. Se non ci fos-
se il carico P, questa sarebbe la di-
rezione del risultante di tutte le for-
ze agenti sulla struttura, risultante
che, dovendo essere equilibrato dal-
I'incastro, deve essere trasportato in
A, dando un momento di trasporto
proporzionale all’eccentricita del ri-
sultante e, Il carico in L, cioce P, &
stato posto proprio perché, compo-
nendosi in K con S, fa diminuire l'ec-
centricitha della risultante da e, ad e,
diminuendo quindi il momento d'in-
castro. Qualora le esigenze statiche
coincidessero con altre esigenze da
tenere presenti in sede di progetto,
si potrebbe aumentare il carico gra-
vante in L fino ad ottenere un’eccen-
tricita nulla e = 0, oppure aumen-
tare per lo stesso scopo lo sbalzo del-

diminuzione dell'ec—
centricita del cari-
co (R) dovuta allo
spostamento di P.
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la mensol

a BL. Nella seconda figura si sono riportate condizioni grafi-

che simili a quelle in K. Si vede chiaramente che 'angolo ¢ di inclina-

zione della risul
del carico), se si aumenta P. Tal
aumentiamo il braccio BL della me
€ quindi il risultante da R ad R’

tante R diminuisce (facendo diminuire I'eccentricita

e eccentricita diminuisce anche se
nsola spostando P in P’ (da K a K)

Fig. 1 - Modello delle aviorimesse

dell’aereoporto di Fiumicino (R. Morandi).

Fig. 2 - (pagina seguente]) - Le aviorimesse in
costruzione.

Fig. 3 - Sezione parziale delle aviorimesse.
{(da « Industria italiana del Cemento »)
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Fig. 4

Fig. 4 - M. Meyer: progetto
della Petersschule (Basilea 1926).

Fig. 5 - (pagina seguente). Sezione
della Petersschule.
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Fig. 6 - Assonometria della Petersschule.
Fig. 3
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DIMENSIONAMENTO DELLE SEZIONI

Ogni sezione di trave & sottoposta, a meno che le forze esterne
non siano nulle, a delle sollecitazioni cui il materiale impiegato deve
essere in grado di reagire. Il problema del dimensionamento della se-
zione ¢ appunto quello di stabilire una condizione di resistenza ottimale
alle sollecitazioni agenti sulla trave, in modo che le sollecitazigni agenti
su ogni sezione non facciano superare al materiale le massime tensioni
ammissibili. In genere si assume come tensione ammissibile g, una
tensione molto lontana dal limite di snervamento. Il coefficiente di
sicurezza aumenta quanto maggiore & il rapporto tra il ¢ di sner-
vamento e il o, assunto. Nel dimensionamento di una sezione dun-
que bisogna tenere presenti tutte le tensioni agenti sulla sezione. Esse
sono:

NEL PIANO

1) tensioni tangengialit 2) tensioni normali ¢ 3) tensioni normali ¢

da uno sforzo di ta- prodotte da uno prodotte da un mo-
glio: sforzo di compres- mento flettente:
TS; sione (o trazione): My
oo A2 N o =Y
Jb; ¢ = — J
A

NELLO SPAZIO v

T, N

I T Xl q
2 ( e My =Mt
N L Mx |
o <]

-

Una forza applicata nel
baricentro della sezio-
ne, se non giace sul
piano di simmetria del-
le sezioni, ha 3 compo-
nenti: uno sforzo nor-
male N e due compo-
nenti dello sforzo di ta-
gho T/ e Tz.

Nello spazio vi posso-
no essere 3 rotazioni:
intorno ad x, y e intor-
no all’'asse z della tra-
ve, Le rotazioni intor-
no ad x e ad y corri-
spondono alle 2 flessio-
ni rette in cui & scom-
ponibile una flessione
deviata.

Alla rotazione intorno
all'asse z (asse della
trave), corrisponde il
momento torcente che
produce tensioni tan-
genziali T.
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Le tensioni dovute a queste sollecitazioni Song L
allora:

;ﬁ :;‘ZI /{\/4 :m vi ls'ono cioé nello SPAzZIo (1o ol
e M,T_)dz ziali dov.ute: al taghq e al ensioni tangen-
y : v—0; tre tensioni normali dovy omento torcente e
viata e allo sforzo norma];e alla flessione de-

. ]eOs(fgﬁgx;eita(:{ZI;éngil d.lstmguere, nel dime':nsionamento di .

I 1 ni agiscono secondo il piano di St e o SEZIONE,
l(erelesoﬁl‘;;tacz?g(r)]i s;cdevono tenere presenti tre so]lecitme.t“a.1 della trave
e _agiscono secondo altri piani comyp, azioni) oppure se
s:rllz?otr:g:?a s;_x sollgatazioni). Una vo]ta. stability ql&z f”"a‘?‘a.“ (e si
b @ trave d mlrgens;]onare ‘dovra'essere di sezione Cgst sta distinzione,
g A 0do che possa resistere alle sollecity,: ante si progetta
a;slum?ecc;gqnetesil déagramn}%. Nel caso di S(.)He.CitaZiolnoimd'mf?/SS];ne/\,/] e
assume, co tensioV:' ra meglio nelle applicazioni, i] di ! € S

' i ¢ dovute ad N e si progetta |, ° & Sicurezza dimi-
Nel caso di T ed M;, in genere si dimensiona | 3 sezione al solo My.

: . ; . : a se
sendo il valore di T (nei casi ordinari) meno rile\,zlone al solo M, es-
dnte,

Esercizio 30
1t/m

Dimensionare la sezione di una ﬂ%ﬂm
trave caricata con un carico riparti-
to p =1 t/m. e avente una luce di _é
8 m, nel caso in cui si usino travi in A— 8m s
ferro e in legno. 7
_ Si nota subito che le sollecita-
zioni giacciono sul piano di simme-
tria e che lo sforzo normale ¢ assen-
te. Essendo, in travi caricate in questo modo, mo

di taglio, il dimensionamento va fatto tenendo prels?ntpic.(fmo] lo sforzo
e il solo M,

TRAVE IN FERRO

Al varigre della distanza Y dall’ .
un elementino di una genericy ..o lasse neutro di

s . Sezione di trave, le

tensioni variano con la legge lineare o — My

% dove M ¢ il momento flettente nel . I .
derata. Se vogliamo trovare il n, = la sezione consi-

della trave, dobbiamo cercare .0 Pill sollecitato

dobbi ' massimo il momento flettente ead§621one in cui &
obbiamo conSId.erare il punto piu distante dall'asga -2 questa sezione
to flettente massimo si ha in mezzeria dove vale; . neutro. Il momen-

pl
8

Minas = =8-10° kg cm,

per progettare la sezione bisogna imporre che ¢, 2 G

M ’”Hl.\' M
Phmer L ed avendo {(per I'acciaio Aq 42) (1) o, = 1400 kg/cm’

gy W,
I 000 kg
si determina il modulo di resistenza =W, = 800.000 kg cm crr71
Y 1.400 kg/cm’

7/[!11,\: =

= 572 cm’

Volendo usare ad esempio dei profilati ad ala larga (profilati aventi
I'altezza dell'anima uguale alla larghezza delle ali), si cerca sul ma-
nuale un modulo di rigidezza che si avvicini a quello desiderato
(W, = 572 cm?). Sul manuale si trovano due valori vicini a quello cer-
cato: il normal profilato NP30 che ha un W, = 632 cm® e NP28 con
W. = 541 cm’ Vogliamo verificare ora se entrambi i profilati vanno
ugualmente bene allo scopo. Per fare questo si deve sostituire nella

w .
espressione ¢ = — i moduli di rigidezza relativi ai valori trovati e

vedere quanto le sezioni sono sollecitate. In particolare interessa sa-
pere se usando i profilati trovati si hanno delle ¢ maggiori o minori
di quelle ammissibili (g, = 1400 kg/cm?).

8.10°

NP28 o = ~54—1—— = 1470 kg/cm’® > o, (non accettabile)
8.10° S | .
NP30 o= —6—5—2-— = 1220 kg/cm® < ¢, (accettabile)

Il profilato da usare sard quindi lo NP 30. Tuttavia per le grandi
luci si possono usare delle travi a momento d'inerzia variabile. La
variazione di J. si ottiene aggiungendo delle piattabande saldate (o bul-
lonate) nel tratto di trave pit sollecitato. Se si disegna, oltre il dia-
gramma dei M, anche il diagramma dei momenti resistenti dato dal
prodotto ¢+ W, si nota che per una trave a sezione continua il dia-
gramma di ¢+ W ¢& rettilineo, mentre per le travi a inerzia variabile
(Rg. b), tale diagramma presenta una discontinuita in corrispondenza
del rinforzo, con evidente economia di materiale.

TRAVE IN LEGNO
Il problema del dimensionamento di una sezione in legno ¢, nella

pratica, leggermente diverso da quello del dimensionamento di un pro-
filato. Mentre infatti per un profilato bisogna ricercare W e trovare sul

(1) La sigla del tipo di acciaio _
(Aq 42) sta ad indicare che tale qua- . ‘ W _
lita di acciaio ha un limite di sner- ™ \LLU\L a)
vamento o, pari a 42 kg/mn?’, e poi-

;s . U b
ché si assume in genere o, = 3 w )

si ha:

O, = %-2—— kg/mm® = 1.400 kg/cm’?

tratto rinforz.
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manuale quale dei tipi di profilati prodotti si avvicina maggiormente al
modulo di resistenza richiesto, per il legno bisogna determinare le di.
mensioni (b ed %4 nel caso dj sez. rettangolare). Fissiamo un rap-

5 . .
porto tra base e altezza: b — = h.(Come o, di sicurezza si assume in

genere per il legno 80 kg/cm? Facendo lavorare jl legno in tali cond;.
zioni infatti, questo materiale puo considerarsi isotropo).

vy Poiché il punto pit distante dall’asse neutro
e 5 si pud scrivere:
X W, = v — ed essendo per sezione rettangolare:
3
Jo = bh si ha:
12
bl* 2 bh?
<IN . W, = 7= —ed avendo fissato b :i
’ 12 h 6 7
= A si ha:
£ ) hel sk
S w, = 2R SKE
' 7-6 42
[ che & il modulo di resistenza in funzione di A

Molto importante & ricordare il significato fisico dell’espressione
che si usa, una volta ottenuto W., per dimensionare la sezione. Nella
espressione ¢+ W = M, infatti il secondo membro & la causa della sol-
lecitazione, mentre ¢ - W & 'effetto, cioe la reazione che le forze mole-
colari esercitano per equilibrare la sollecitazione del momento flettente,
Si produce cioé nel materiale una tenzione ¢ che tende, insieme alle
caratteristiche geometriche della sezione (la cui attitudine a resistere

alla sollecitazione & espressa dal modulo di resistenza W) ad equilibrare
3

le sollecitazioni in atto. Poiché, fissando W, abbiamo fissato la

forma della sezione ma non le dimensioni, nell'espressione ¢ W = M,
W deve avere dimensioni tali che o rimanga entro i limiti di sicurezza,
e cioeé:

3 ,15
go We = M,, da cui W, = M/; e cioé: sz—siz 810
Co 42 80

2.8 10° 42 - 10°
da cui h3:u—19—;h=\/u—_—44

5-80 5

5 . 5-44 ..

ed essendo b = 7h51 hab == = 31; quindi 44 e 31 cm. sono le

dimensioni ottimali della sezione. Tuttavia, cercando sul manuale, si
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riscontra che questo tipo di sezione non viene prodotto. Le sezioni piit
simili sono 40 X 32 e 45 x 32. Verificandole entrambe si ha:

Y bh? 64.000
Wy= — - = = = 10.700 cm’
sez. 45 X 32 . I b 6 6
o = 105 B 8 — 75 k /sz < @ (Sez accettabile)
= "**-—107 0 g © : N

b _ 321600

sez. 40 x 32 W= — = = 8.560 cm’

6 6
. 3
o= M, - 810 = 94 kg/cm’® (sez. non accettabile)
W. 8560

la sezione da adottare sara senz'altro la 45 x 32.

Esercizio 31

Trovare la posizione dell’asse
neutro e il diagramma delle tensioni Trave 1PE 500
in una trave IPE 500 caricata con

un carico N di 30 t in C di coordi- C (centro di pr.)

rispetto al baricentro G produce una
sollecitazione di sforzo normale e
una di flessione. Trasportata infatti
la forza N nel baricentro si ha uno
sforzo normale N e un momento flet-
tente N. = 30 ¢ - 25 cm il cui piano
di sollecitazione ha per traccia la y. La flessione & quindi retta. Nel
pilastro presso inflesso ci saranno delle parti tese (¢ positivo) e delle
parti compresse (¢ negativo) divise da un asse neutro (intorno a cui
ruotano le sezioni) in cui si ha ¢ = 0.

Note le coordinate di C (x,y.), si sa che, nel caso generico di sol-
lectiazione deviata (di cui la flessione retta € un caso particolare, le
sollecitazioni sono date da uno sforzo normale N /A, e da due momenti
flettenti secondo gli assi x e y,

Ny, Nx,

Js Y 7,

nate C (0,25) rispetto agli assi prin- "
cipali d'inerzia (v. figura). g 0
@ " |
h = 500 mm. 8 g p
Area sez. = 116 cmd? é G |
J. = 48200 cm® 5 % o
n S
03 ‘O‘
Il carico, eccentrico di 25 cm E B
iar]
zh
o
>
3

X
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percid in totale la sollecitazione produce una

Ny, Nx,
o=ty Dy NAx
A Jx ].\'

da cui ponendo J. = % A si ha:
N N Yy N xx _i‘i(ww + M)

o o

g =
A A o A @ A

Il luogo dei punti in cui ¢ = 0 & cioé una retta di equazione

Yoy | KX

——t =1
fx Py
. . . 25y
e introducendo le coordinate di C(0,23) —= = —1(a)
p‘.r
e rendendo l'equaz. dell’asse neutro in forma esplicita y = — ;—‘:- (pa-
5

rallela a y). Determinando poi #% attraverso i dati forniti dai manuali
si ha:

, J. 48200 cm’ ) . .
ol = T = 6 o = 416 cm’ per cui la (a) diventa
416 cm’
y=———"""
. 25 cm

e cioé y = 16,6 cm che & l'equazione dell’asse neutro, dove ¢ = 0. Poi-
ché il diagramma delle ¢ ha andamento lineare, per determinarlo
basta conoscerne due punti di cui uno noto (¢ = 0 nell'asse neutro).
L'altro punto del diagramma si ottiene dalla constatazione che si ha in
corrispondenza di G:

N 30.000 kg

=2 = 2228 591 ke/om?
7T 116 cm g/cm

Costruendo il diagramma si ha:

o max = 733,12 kg/cm?® < o. (carico di sicurezza)

Esercizio 32

Dimensionare la sezione di un pilastro non snello (1) presso in-
flesso, sollecitato in punta da un carico verticale di 6 t e uno oriz-
zontale di 3t.

(1) Per i pilastri snelli, come si vedra in un esercizio successivo,
bisogna introdurre nel calcolo un coefficiente w (maggiore di uno)
per cui viene moltiplicato N. Tale coefficiente & in funzione della lun-
ghezza del pilastro, del tipo di vincolo e del giratore minimo della
sezione.
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Si cerca dapprima, mediante i

diagrammi, la sezione piu solleci- 6t

tata. Essa & la sezione all'incastro, .
in cui si ha Mi=9 tm, T=—3 ¢ 3t 7
N = 6. Trascurando il taglio, tale

sezione & compressa da N ed inflessa
da M, Si calcola ora l'eccentricita:
M,

e=—"—=1,5m
N

3m R

che & molto forte e quindi la solle-

citazione di flessione & piu impor- T N Mf

tante di quella di compressione, La ]

tensione massima totale & data da
N M

g=——w x££ —
A w

dove w ¢ un coefliciente dovuto al
carico di punta che per ora si tra-
scura (w = 1). Per rapidita di cal-
colo si stima il contributo dovuto al
carico e si assume il ¢ di sicurezza
a 1300 kg/cm?’ anziché 1400 kg/cm’,
avendo considerate che il non tener

conto di ¢ = I comporta una di-

minuzione di ¢, di 100 kg/cm?’ Si
dimensiona ora il profilato con il so- fige.a
lo momento flettente, tenendo na-
turalmente presente che verra di-
sposto in modo da reagire alla sol-
lecitazione con l'asse d'inerzia pin

elevata.
M
v, —=-———
o, — 100 kg/cm? X
910 ¢ asse neutro
W, = = 700 cm’
1300 ‘

Dalle tabelle si ha per NP 32, W, = 781.

Verificando questa sezione si ha:
NP 32 (A =77 cm?, W, = 781 cm’)
N M, 6-10°  9-10°

o= 4 = 2 T 78 4 1150 = 1228 kg/om? < o,
4w 77 781 + e/

(sezione accettabile).
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Come si vede si & verificata anche la stima intuitiva del contributo

dovuto a o infatti nella verifica si & tenuta presente sia la solleci-

tazione dovuta al M; che ad N.

Le sollecitazioni sulla sezione all’incastro possono essere con-
siderate come prodotte da una pressione eccentrica. Infatti (figura a),
se spostiamo la forza sul piano di sollecitazione fino ad una distanza

M . ; , . . .
e = —l—:— dal baricentro, chiamata questa forza F’, si ha che i due si-

stemi (F) e (F, M) sono equivalenti (come si pud constatare ripor-
tando F’ in G e aggiungendo una coppia di trasporto F' e = M). Ri-
condotto cosi il problema a quello della pressione eccentrica, si pud
constatare come, all’aumentare dell’eccentricita (e), aumenti l'influen-
za dello sforzo di flessione rispetto a quello di compressione. Al limite,
quando il centro di pressione & molto lontano, lo si considera all'in-
finito e si trascura lo sforzo normale N. Infatti all'aumentare di e
'asse neutro si avvicina al baricentro risultando, quando e & mol-
to simile a quella di flessione semplice, in cui l'asse neutro passa
appunto per il baricentro. Nel caso in esame ¢ dovuto ad N & molto
piccolo nei confronti del o dovuto a M, (78 kg/cm? contro 1150 kg/cm?).
Infatti, facendo la costruzione grafica dell’asse neutro {fig. b, si ricordi
che l'asse neutro & l'antipolare del centro di pressione) si vede che n
¢ molto vicino al baricentro G.

scala 1:10

G centro di
pressione

150 em
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Esercizio 33

Trovare le reazioni e i diagrammi di sollecitazione della strut-
tura in figura e dimensionare la trave tenso inflessa AB.

1) REAZIONI ot
VINCOLARI /m

E  AZIONI AlIHIIHlJIH!HlIHIIHIIHIH%lB

MUTUE NI

La struttu-
ra pud essere
scomposta  ne- L
gli archi a tre
cerniere ABC e
DCE, e nella
mensola AF. D

La mensola [ -33% & C bt /m
AF & la parte
portante, gli ar-
chi a tre cernie-
re risultano in- /4m
vece portati.

Le reazioni
vincolari e le
azioni mutue ri-

sultano come = —
nello schema in 8¢ ¢ Lm i Lm 1%
basso. /

Le reazioni @ =g O
in A dell’arco p

i 8t

a tre cernlere
ABC si riporta- |

no, con segno
contrario, come
azioni sulla 34
mensola, e. lo 321: 2/4{,1:
stesso  avviene
per le reazioni
in D dell'arco N
DCE. 2ht o

11 tratto CB, 8t *
essendo carica-
to soltanto sui S
nodi, funziona 96tm 16t
come un pen- IRY
dolo e quindi le e
componenti del- gth 16t
la reazione in
C (Y. e X) 8ff
avranno uguale




valore, mentre in D esistera solo la
componente orizzontale X4, essendo i

anche DC un pendolo. ARSI R RARRNARRRNRRARARRRAA
=
2) DIAGRAMMI = o
DI SOLLECITAZIONE ST d
SFORZO NORMALE =
Orientando l'asse delle x come = oz
in figura la legge di variazione del- = I
lo sforzo in EC risulta: =
Ne=—4V2—2xV2 =
e per x = 4 si ha il valore massimo 8t
dello sforzo normale in EC: o
Ne=—12V2 A
x -8t
TaGLIO
Orientando, come in fgura, lo 16t
asse x con origine in A e verso posi- T
tivo a destra e 'asse x’ con origine 4NZt
in E e verso positivo a sinistra, le
leggi di variazione risultano :
in EC
T, = (2x' —4) V2
T. =4V2
e in AB
T,.=8—2x
MOMENTO FLETTENTE 32tm
Con gli stessi assi di riferimen-
to del diagramma di taglio si hanno
le seguenti leggi di variazione:
in EC
Mo = 8x" — 2x" 96tm
MNNI.\' = 8 tm
in AB
M, =8x—x’
Mmu.r = 16 tm

Nei pendoli BC e CD non si ha taglio né momento fleitente per-
ché la reazione ha direzione sempre incidente il baricentro della se-

zione e normale ad esse.
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3} DIMENSIONAMENTO DELLA 2tm
TRAVE AB NN
8t A B Bt
L’asta & sollecitata a trazione, ?B
: . . : t 8t
flessione e taglio, come risulta daj

diagrammi. Il dimensionamento ver-

ra effettuato dove & massimo il momento flettente e cioé nella mezze-
ria della trave, dove & nullo il taglio. Le tensioni che si generano in
tale sezione sono quindi solo normali, essendo assenti quelle tangen-
ziali. Non esiste una formula di progettazione diretta nel caso di ten-
soflessione, ma solo di verifica:

c <o, A dacui%+——<co B)

Infatti l'equazione che si otterrebbe facendo lavorare il materiale

alla tensione di sicurezza o, & un'equazione nelle due incognite A e W..

Bisogna allora procedere per tentativi. Troviamo intanto l'eccen-

tricita della forza normale N nel caso che alla tensoflessione si sosti-
tuisca un caso equivalente di trazione eccentrica. Si ha:

M 16

g = — e — ——

N 8

e=2m

L'eccentricita & molto forte e questo significa che, essendo l'asse
neutro molto vicino al baricentro della sezione (v. Belluzzi, vol. I,
p. 449), & prevalente l'effetto di flessione su quello di trazione.

Possiamo cosi stimare che la tensione dovuta a sforzo normale &
molto piccola rispetto a quella dovuta a momento flettente (ad esem-
pio, come valore di tentativo, N/A = 100 kg/cm?) e dimensionare la
trave a momento flettente supponendo che il materiale debba lavorare
(assumendo una tensione di sicurezza di 1400 kg/cm? a 1300 kg/cm?,
in quanto 100 kg/cm’ verranno aggiunti dallo sforzo normale.

M _1.600.000

y W, = W, = 1230 cm’
1300 1300

Sul manuale troviamo che il profilato a doppio T che piu si avvi-
cina a questo valore del modulo di resistenza ¢ 1'IP 380 (UNI 725-726),
con W. = 1262. Verifichiamo che le tensioni massime non superino
quelle ammissibili. Utilizzando l'espressione B) abbiamo:

8000 1.600.000

107 1262

Tmax =

Tmex = 1335 kg/cmd’ Criar S o
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I profilato & quindi accettabile. Se verifichiamo il profilato imme-
diatametne piu piccolo (IP 360), troviamo che la tensione massima ¢
1560 kg/cm’ e quindi non & accettabile. 11 diagramma delle tensioni,
dovuto alla sovrapposizione della tensione dovuta a N a quella dovuta
a M, ¢ rappresentato in figura. L'as-

se neutro dista dal baricentro: - %
2
Yo= — P . l N
e —
200 I —
Yo = —— yn = 7,7 mm + +

[
(o
[on)
i
I
ey
H
[
e
+
—|E
o 0=
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Parte seconda
STATI TENSIONALI SU PIANI INCLINATI

Si ¢ visto, attraverso lo studio dei sistemi isostatici, che su ogni
sezione della struttura possono arrivare sollecitazioni di sforzo nor-
male, taglio, momento flettente e momento torcente, cui la sezione,
perché sia in equilibrio, deve reagire. Tali sollecitazioni vengono in-
tatti equilibrate, nella sezione, dallo sviluppo di tensioni interne che
possono essere considerate forze ripartite su una superficie. La loro
determinazione viene effettuata proprio presupponendo una condizio-
ne di equilibrio tra forze esterne (le sollecitazioni che arrivano sulla
sezione), e forze interne (quelle sviluppate dalle tensioni). Si arriva cosi
a stabilire il valore delle tensioni ¢ ortogonali dovute a momento flet-
tente e sforzo normale (1) e di tensioni tangenziall © dovute a taglio e
momento torcente (2). Tuttavia se c¢i si limitasse a questa schematiz-
zazione del problema, i risultati potrebbero essere pericolosi. Infatti,
poiché si assume per comoditi (3) come criterio di resistenza del mate-
riale la tensione massima ammissibile (al di sotto della quale il mate-
riale lavora in condizioni di sicurezza), limitarsi a controllare che la
tensione massima raggiunta nella sezione sia minore di quella ammis-
sibile, come avviene in fase di dimensionamento, significa presupporre
che le tensioni massime si abbiano lungo direzioni ortogonali o tan-
genti alle sezioni normali, cosa che di fatto si verifica solo in casi
eccezionali. Pili spesso, se facciamo ruotare una sezione, ci accorgiamo
che le tensioni ortogonali e tangenziali variano al variare dell’angolo «
che la sezione forma col piano verticale, e che nella rotazione vengono
raggiunti valori di ¢ e t maggiori di quelli iniziali. In particolare ci
interesseremo di quei piani dove risultano massime le ¢ (piani prin-
cipali) e massime le © (piani di massimo scorrimento), dato che su
questi piani (perché il dimensionamento sia accettabile) le tensioni
debbono essere minori o uguali a quelle ammissibili. Per convincersi
di questo fatto basta un semplice esempio. Consideriamo una trave

(1) V. O. BerLuzzi, Scienza delle Costruzioni, 1, § 179.183.
(2) Ibidem, § 153 e 166.

(3) A4 rigore sarebbe piti corretto assumere le deformazioni (o. c.
§ 122).
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appoggiata o incernierata con carico O P t/m 7
uniformemente ripartito (ig. D. 1 &

diagrammi mostrano che nella se- T T\Ipl/2

zione iniziale A esiste solo una sol-
lecitazione di taglio in quanto sono Mf
assenti sforzo normale e momento
flettente. In pratica sulla sezione (1)
normale in A esistera solo una forza p12/8

pari a pl/2 tangente alla sezione,

che produrra unicamente tensioni -. e g
Prendiamo allora un cubetio unita- f ‘

rio all'interno del concio iniziale
della trave (fig. 2). Ci saranno ten-
sioni T su una faccia, tensioni ugua- B
li e contrarie sulla faccia opposta, e pl/2
¢i saranno infine le < reciproche
sulle facce orizzontali. Moltiplican-
do queste tensioni per l'area (unita- e
ria) su cui insistono si ottengono "L’ . (3)
o

~
[

delle forze che possono essere com-
poste come in fhg. 3. Si vede imme-
diatamente dalla figura che su piani
inclinati a 45° si svilupperanno ten-
sioni tali da poter compromettere il funzionamento della struttura.
Ecco allora che in tale sezione non solo va verificata la condizione
Twer & T, Ma anche Omex < 0, dove Tne si trovera sul piano verticale e

mac SU un piano inclinato di 45° col precedente e varra G = Ty V 2.

Il ragionamento fatto chiarisce come sia necessaria una verifica
pit approfondita dello stato di tensione all'interno del materiale: in
questo caso abbiamo constatato come esistano tensioni normali in una
sezione in cui avremmo supposto solo tensioni tangenziali. Non sempre
tuttavia lo studio dello stato di tensione nell'intorno di un punto &
cosl semplice: a tale scopo viene allora usato il metodo grafico ana-
litico dovuto a Mohr, riassunto nelle pagine che seguono (4).

P

Cerchio di Mohr

In generale, in una sezione, si hanno diversi tipi di sollecitazioni
M, T, Mt, N), le quali producono stati di tensione in cui compaiono
insieme tensioni tanzengiali v e tensioni normali o,

Supponiamo allora data una struttura soggetta a un sistema di
forze arbitrario. Si considera che lo stato di tensione vari con suffi-
ciente lentezza da punto a punto in modo tale che sia sempre possi-
bile scegliere nell'intorno di un punto P un'area sufficientemente pic-
cola da poter considerare lo stato di tensioni relativo omogeneo. Se
immaginiaimo il punto P attraversato da un fascio di piani, su ognuno

(4) Il Belluzzi da della teoria del cerchio di Mohr un'esposizione
puramente analitica (BELLUZZI, Scienza delle Costruzioni, I, § 179-183).
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di questi piani lo stato di tensione
sara diverso.

Consideriamo ad esempio lo sta-
to di tensione nell'intorno di un
punto schematizzato in fig. 1, rela-
tivo ad un’area A sufficientemente
piccola presa su un piano parallelo
al piano yz (hg. 2).

Al variare dell’angolo « che un
piano preso in esame forma con la
verticale wvarierd il rapporto tra
o e © secondo una legge precisa, e
in particolare esisterd un piano su
cui & massima la tensione normale,
ed un altro su cui essa é minima (e
lo stesso accadra per le tensioni tan-
genziali).

Per studiare allora il rapporto
tra ¢ e t al variare di «, conside-
riamo il parallelepipedo in fig. 3 di
spigoli I, 1, z ed 5. Supponiamo di
conoscere ¢., Oy, Ty, Tu. Al va-
riare di @ (e quindi di z), variano le
tensioni normali e tangenziali sul-
la faccia inclinata che debbono as-
sicurare l'equilibric dell’elemento
considerato. E’ proprio attraverso
I'equilibrio di questo elemento che
possiamo conoscere il valore delle
tensioni sulla faccia inclinata di un
angolo generico a. Graficamente le
condizioni di equilibrio sono espres-
se dal fatto che il poligono funice-
lare delle forze ottenute dal prodots
to delle tensioni per le relative aree
sia chiuso. Su questa considerazione
si basa il metodo del cerchio di
Mohr. L’area della faccia su cui giac-
ciono le tensioni ¢, € 7T,. ha una
superficie pari a 1.1 e quindi le al-
tre aree saranno:

l.z=11ga
1.5 = 1/cosa

Moltiplicando le tensioni per
queste aree si ottengono le forze
agenti, come in fig. 4.

Poiché l'elementino in fig. 4 de-
ve essere in equilibrio, & possibile
conoscere il valore delle tensioni

e
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* fig. 1
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fig. 2

1
1
B e B
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sulla faccia inclinata. Costruendo infatti il poligono delle forze, questo
deve essere chiuso, e conoscendo la direzione delle forze applicate sulla
facma inclinata, & possibile ricavarne lintensita. Costruiamo allora
il poligono di equilibrio secondo la tabella di seguito riportata. Se fis-
siamo un sistema di riferimento ortogonale come in fig. 5, in cui le ordi-
nate misurino il valore t delle tensioni tangenziali e le ascisse il valore
¢ delle tensioni ortogonali, si nota che i punti O, K, H e V hanno coor-
dinate indipendenti dall’angolo «,

sono cioe punti fissi al variare dei . -

piani sui quali vogliamo conoscere ° ! fye.tew
le tensioni. Infatti la distanza di H 1 -2 -
dall’asse delle ordinate & data da L2y
34/tgo e cioé o, tga/tge = o, (che &

un valore indipendente da «) e quin- 2-3 gz

di le coordinate di H saranno o,

75 Il punto V ha coordinate o, 3-4 Gy o tgy
T». Il punto K & distante o, dall’as-

se delle ordinate mentre la distanza 4 -5 S/ cos«
dall’asse delle ascisse & O’ — 1 divi-

so fga € cioé tyz. Il punto O viene b -0 G/ cosx
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poi costruito (5) mandando la parallela all'asse verticale per H e la

parallela all'asse orizzontale per K. Detto M il punto di intersezione dei

due vettori incogniti, se uniamo H con K, questo segmento rappresenta

il diametro di una circonferenza di cui il punto M descrive il perimetro,

essendo K il polo attraverso il quale passano i piani da esaminare.
TN

Infatti I'angolo HMK, essendo costantemente retto, sara un angolo alla
circonferenza. La circonferenza passera pure, per gli stessi motivi, per
i punti V ed O. Il centro C, essendo uguale in valore assoluto l'ordi-
nata di H e K, si troverd sull’asse delle ascisse sul punto medio del
segmento HK.

Le coordinate del punto M rappresentano allora il valore delle
tensioni sulla faccia inclinata: infatti (vedi fig. 5) il valore dell’ascissa
& 4-5 moltiplicato cosa e cio¢ ¢, mentre il valore dell'ordinata & 50’
per cosa (e cioe t). Allora per conoscere il valore delle tensioni su un
piano inclinato di un angolo qualunque con la verticale, basta far pas-
sare la traccia di tale piano per il polo K e determinarne lintersezio-
ne M con la circonferenza. Le coordinate di M misureranno il valore
delle tensioni cercate. La distanza OC del centro dall'origine degli assi
¢ misurata da:

Mentre il raggio sara l'ipotenusa di un triangolo i cui cateti sono

o, —ay e . . . o
~—->— e 1,, e quindi si avra per il teorema di Pitagora:

E’ stato cosi dimostrato che:

1) ad ogni piano inclinato di un angolo « con la verticale corri-
sponde un punto M sulla circonferenza le cui coordinate danno il va-
Jore delle tensioni sul piano;

2) al variare di a« il punto M descrive una circonferenza di cen-
tro C sull’asse delle ascisse di coordinate:

ca(&:;ﬂ,o)

3) sulla circonferenza esiste un polo K delle giaciture avente le
seguenti proprieta:

(5) Si cerchi di non confondere O (origine del sistema di riferi-
mento) con O' (punio di applicazione del vetiore O’ — 1) e O {punto
sulla circonferenza le cui coordinate coincidono, come si vedrd, con
lo stato di temsione sulla faccia orizzontale dell’elementino).
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a) se da K Si e la para“el g. C.tu] I CUI1I 81 ¢
> 1 ; C()Il‘duc a alla 1aci a s i i er-
cano le tensioni si de termina M SU“a Cil Confe] enza; l
b) se i CO“duCe 1% i i I" i /
(Ia 1( S a el‘tlca]e Si dete i 1
. 1"); ming . (d] COOt1 d]-

c) se da K si conduce I'orizzontale si : i
e si deter i i
nate o, e 0 ) mina O. (di coord;j.

Costruzione pratica del cerchio di Mohr

Dati: sono note le tensioni sui piani orizzontali e verticali (
sioni ricavabili direttamente dalle sollecitazioni) ten-

Problema: si vogliono determinare le tensioni su piani inclinati dj
un generico angolo a con la verticale, fnati di

A) Fissato un sistema di riferimento con ordinate < e ascisse ¢

si determina la posizione del centro C che sj trovera sull’asse delle

ascisse e distera da O:
oc = %2t 9y
2
B) Si determina la posizione di V (le cui coordinate sono date da

valore delle tensioni sulle facce verticali) i i
e di O (le cui i
sono date dal valore delle tensioni sulle facce orizzontali) coordinate

C) Con centro C si costruisce i i i i
1 o) Con ce il cerchio di raggio R = cV = o

[ ror
R = \/ (?Z. T_El’) + (tyz)?

D)_ Mandanpio l'ox;?zzontale per il punto O e la verticale
to V si determina all'intersezione il polo K delle giaciture

E) Mandanﬁdo_pey K la parallela ai piani sui quali si vogliono co-
noscere le tensioni, si gietermmano 1 corrispondenti punti M sulla ci
conferenza le cui coordinate individuano il valore dell :

per il pun-

€ tensioni cercate.

T
K
0 C G max &
G'min R o
\ O0'max
/
\ G'min
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piani principali

Consideriamo, una volta costruito il cerchio di Mohr e determi-
nata la posizione del polo X, le intersezioni del cerchio con l'asse del-
le o. Tali punti, poiché il centro del cerchio si trova, per costruzione,
sull’asse delle ascisse, sarannc i punti in cui si ha maggiore e minore
valore delle tensioni normali. Congiungendo questi due punti col polo
delle giaciture K si trovano allora le tracce dei piani in cui la tensione
normale ¢ massima e minima. Tali piani si dicono piani principali e
(come si deduce dalle loro coordinate) hanno la caratteristica di non
avere tensioni tangenziali. Essendo l'angoio che essi formano alla cir
conferenza retto, se orientiamo un elementino con le facce parallele
a questi due piani, su una faccia avremo la tensione massima, e sul-
l'altra la minima (vedi figura).

Il valore di queste tensioni é:

3

omax = OC + R = ‘Z:__';i + (qm}g‘—) + ()

2

omin = 0C + R =29 (9’—:2“#) + (=)

Si noti che la omin pud avere valore negativo, come pure la
ocmax.

Piani di massimo scorrimento

Come per le tensioni normali, cosi pure per le tensioni tangenziali
esisteranno dei piani sui quali le <
assumono valore massimo. Tali pia-

ni, detti di massimo scorrimento, si =3¢
determinano congiungendo il pole X /
delle giaciture con i punti della cir- Sz Fmin
conferenza in cui le ordinate han- . /Q

. . —~ Tmax S
no valore maggiore. Come si vede T =/
dalla figura accanto tali punti si tro- / cmax

vano sulla verticale di C. Si noti
che, a differenza dei piani principali
su cui non esistevano v, sui piani di - c
massimo scorrimento possono esi-
stere delle o. Il valore delle © su que-
sti piani & uguale alla misura del
raggio.

Tmax = R
wmin = — R Tmin
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Esercizio 1

G =800 V=(800, 400)

r———————— -
T =400

figa.1

Dato un elementino sollecitato
da tensioni tangenziali pari a 400
kg/cm? e da tensioni normali sulle
facce verticali (come in fig. 1) pari
a 800 kg/cm? trovare i piani prin-
cipali e i piani di massimo scorri-
mento e determinare il valore delle
relative tensioni.

Secondo la regola pratica per
la costruzione de] cerchio di Mobhr,
fissato un sistema dj riferimento or-
togonale o, v, si determina la posi-
zione dei punti V ed 0. I] punto V ha
come coordinate il valore delle ten-
sioni sulle facce vertical (e quindi
+ 800 e + 400) mentre il punto O
ha come coordinate il valore delle
tensioni sulle facce orizzontali (cioe
0 e —400). Unendo il punto O con
V' si ricavera il centro C come in-
tersezione del segmento OV con I'as-
se delle ascisse. [ a distanza di C dal.
I'origine O degli assi sara OC = 400 o=
mentre col teorema dj Pitagora si ricava il valore del raggio R:

= V (400)* + (400)? = 565

Mandando ora la verticale per V fino ad incontrare la circonfe-
renza del cerchio costruito in C e raggio R, ricaviamo il polo delle
giaciture K, che & i punto per il quale debbono passare le tracce dj
tutti i piani suj quali si vogliono determinare le tensioni (fg. 2).

Se ora vogliamo determinare ; piani principali (sui quali & nulla
la tensione tangenziale e massima la normale), basta considerare che
i valori massimi assoluti per le tensioni normali si hanno all'interse-
zione dell'asse delle ascisse con la circonferenza. Siccome allora e
tracce dei piani di massimo scorrimento dovranno passare per queste
intersezioni e per il polo K, basta unire tali punti per ottenere le gia-
citure cercate (fig. 3). I valori delle tensioni su tali piani sono:

omax =0C + R =400 + 565 = 965 kg/cm?
omin = OC —R = 400 — 565 —= —_ 165 kg/cm?

)

£~

8 H
i
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I punti in cui si ha il massimo valore delle tensioni tangenziali
sono quelli sulla verticale di C: i piani di massimo scorrimento saranno
allora quelli tratteggiati in fig. 3 e il valore delle tensioni corrispon-
denti sara:
tmax = R = 565 kg/em?

o = 0C = 400 kg/cm®

Esercizio 2

l ‘3/=lOOOkg/<:m'2

2
T = 600kg/cm

]

<—-—1—-— O’Kf
Determinare lo stato di tensio-
ne sui piani principali e sui piani
di massimo scorrimento per un ele-
mentino con le tensioni indicate nel-
la figura sopra. .
II punto V avra coordma\te 0 e ‘,,ko”@&
— 600, mentre il punto O avra coor- figi
dinate — 1000 e + 600. La fizstanza ’
del centro dall’origine sard allora
OC = —500 e il raggio sara: 6?:1280
R = v (500)* + (600) = 780 0! -
c =2
I piani principali sono gllor? 28
quelli indicati in fig. 2, dove si ha: /0
omax = R —-—@ = 280 kg/cmj
omin = — R — OC = — 1280 kg/cm’ fig.2
I piani di massimo scorrimento
sono invece quelli indicati in ﬁg. 3
dove si avranno tensioni massime
tangenziali pari al valore delirag-
gio R mentre saranno presenti an- -
che tensioni normali di compressio-
ne di valore pari a OC:
wmax = R = 780 kg/cm? fies
¢ = 0C = — 500 kg/cm?

93




Esercizio 3

Progettare la sezione di una ‘M
mensola con 3 metri di sbalzo e ca- &
ricata nell'estremo libero con un ¥
carico di 4 t, e verificare che le . 7
tensioni principali non superino L Tmax =t

quelle ammissibili.
Le sollecitazioni maggiori si

Ve . Mf =12t
avranno all'incastro, dove il momen- Mmax= =tn
to flettente vale — 12 tm e j ta-
glio — 4 .

Progettando una trave ad iner-
zia costante si dimensionera la se-
zione per tali valori massimi delle & max 170
sollecitazioni. La sezione si dimen. 5
siona per la sollecitazione di momen-
to flettente e si verifica poi che le
tensioni dovute sia al momento flet-

p—}

waCGy
WY {1z
e
]

Xeuw

tente che al taglio non superino 7 ’
quelle ammissibili. Supponiamo di R —
usare un acciaio i cui limiti di sj- +

curezza siano: 1, lem

9, = 1200 kg/cm? fig.2

To = 800 kg/cm?

Si avrd per il dimensionamento:
W M 1.200.000 kg. cm
oo, 1.200 kg/cm?®

Si noti che nel fare questa operazione si riporta il valore delle
sollecitazioni nelle unita dj misura rispetto alle quali i manualj ripor-
tano i dati relativi ai profilati (cm e kg).

Volendo ora usare una trave Differdange, cerchiamo sul manuale
un profilato di tale tipo il cui modulo resistente si avvicini a quello
voluto. Poiché il manuale fornisce due moduli di resistenza (W, se s;
dispongono le ali parallele all’asse delle x e W, se si usa invece il profi-
lato nell'altro senso), si scegliera il modulo maggiore W, il che signi-
fica che il profilato verra montato col piano di sollecitazione ortogo-
nale alle ali.

Troviamo sul manuale due profilati di modulo simile a quello
cercato:

IP24 con W.= 974 cm’

IP25 con W, = 1064 cm’

scartando il primo profilato che avrebbe sicuramente tensioni massime
superiori a quelle ammissibili, si verifica il secondo per mezzo del cer
chio di Mohr. Infatti la verifica con la formula di progetto (¢ = M/W)
garantisce solo che su giaciture verticalj le tensioni normali non supe-
rano quelle ammissibili, ma possono esistere altre giaciture, e per
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punti della sezione che non siano
i lembi estremi, per le quali le ten-
sioni assumono valori pericolosi.
Dai diagrammi delle tensioni in fig. 2
si deduce che, per profilati solleci-
tati a flessione e taglio, i punti mag-
giormente pericolosi sono quelli di
attacco tra ali ed anima: infatti in
questi punti si combinano tensioni
tangenziali e normali vicine ai valo-
ri massimi. Verifichiamo uno solo
di questi punti (quello superiore)
perché i valori dell’altro, per la sim-
metria della sezione e dei diagram-
mi di tensione, saranno gli stessi
cambiati di segno. Le dimensioni
geometriche della sezione sono ri-
portate in fig. 2. L'area & di 116 cm?

I valori statici del profilato
IP 25 sono:

W, = 1064 cm®
Je= 13298 cm’

Poiché il punto di attacco tra
anima e ala dista dal baricentro del-
la sezione 10,7 cm, nell'intorno dj
tale punto si avra una tensione nor-
male:

M,
g =
].\'
1.200.000
= U107 = 980 ke/em?
7 13208 - g/

mentre la tensione tangenziali (che
si assume uguale a quella massima
data la piccola differenza che in
ogni caso & a vantaggio della sicu-
rezza) sara data da:

T

T o —

bo H,

= 4000 ke = 170 kg/cm?

23,6 cm?®

Si avra allora lo stato di ten-
sioni in fig. 3 da cui si pud ricavare
I'andamento delle tensioni su piani
comunque inclinati attraverso la co-
struzione del cerchio di Mohr.

fige 3

e T 2170
Stato di tensione sui

piani di riferimento °

VRN

C

v
\\\\\\\\‘Er—//,//' fige 4

Costruzione del cerchio

I

-

Piani principali

/////”"q‘;::::::iji>\§
R
\\\\‘

Piani di massimo scorrimento

=

fig. 6
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Le coordinate dei punti fissi saranno:

14
O

(980, — 170)
(0, 170

(]

per cui la distanza OC del centro dall’'origine O degli assi & 490.
1l raggio R sara (teorema di Pitagora):
R = V (490)* + (170)* = 520
Trovato il polo K delle giaciture, mandando I'orizzontale per O e
la verticale per V (fig. 4) si possono ricavare i piani principali (hg. 5)

e i piani di massimo scorrimento (_ﬁg. 6.
I valori massimi delle tensioni sui piani principali sono:

omax = OC + R = 1010 kg/cm’ < a,
emin = OC —R =30 kg/em® < o,
mentre il massimo valore delle tensioni tangenziali (sui piani di mas-

simo scorrimento) &:
1=+ R==*x520<1

La sezione non & quindi sottoposta a nessuna tensione, su un pia-
no comunque inclinato, che superi i valori ammissibili.

2Mt

TR
C_\JMJC

~
Lmax

0
Bl

Esercizio 4

Trovare i piani sui quali sono massime le ¢ (piani principali) in un
solido sottoposto a sola torsione. Il solido & di forma cilindrica. '

Se prendiamo un elementino del solido cilindrico, le cui facce sia-
no una su una generatrice ed una ortogonale ad essa, le tensioni che si
generano son tutte tangenziali (1). Inoltre si sa che sia le v generate
dal M, che le 1 reciproche sono tutte di uguale valore. E' intuitivo allora

(1) BeLLuzzl, Scienza delle Costruzioni, § 142.
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che, componendosi le t, con le t; e le 1; con le 1, si formano due ten-
sioni uguali e contrarie (inclinate secondo un angolo o = 45° rispetto
alla verticale) che producono una forza di trazione (v. fig. a) e b). E’
questo il motivo per cui i solidi non resistenti a trazione, sottoposti a
torsione, si lesionano lungo i piani inclinati di 45° rispetto alla verti-
cale. Vogliamo dimostrare, applicando il cerchio di Mohr, la validita
di queste considerazioni intuitive. Costruiamo allora il cerchio di Mohr.

Fissato il riferimento (o, t), si considera la faccia 2 dell'ele-
mentino. Le tensioni su tale giacitura danmo le coordinate di V. Es-
sendo ¢ = 0 tali coordinate saranno V (0— ). (La t & negativa per
la convenzione sul segno del taglio). Si fissa allora V nel riferimento. Le
oy + 02

2
avra C (0, 0), cioe il centro coincide con l'origine degli assi. Si puo
ora disegnare il cerchio. Si manda ora per V la verticale. Poiché K ¢ il
polo attraverso cui debbono passare tutte le parallele alle giaciture m
considerate, anche la giacitura 2 passera per K, e quindi l'intersezione
della parallela a 2 passante per V determinera proprio K. Si pud pari-
menti constatare che K = O. Dalla costruzione fatta si vede come i
piani considerati per la costruzione del cerchio sono quelli di massimo
scorrimento (tmax e <min). Volendo determinare ora i piani in cui
si ha omax e omin (piani principali), bisogna tracciare una retta per K
e per un punto M in cui si abbia ¢ massima. Tale punto ha ovviamente
coordinate (O, R). Il piano su cui si hanno omax & dunque inclinato
di 45° rispetto ai piani di massimo scorrimento e tale valore massimo
di ¢ sara omax = R = <. I piani incui ¢ ¢ minima saranno ortogonali

coordinate di C saranno (O, ) ma essendo ¢, =0 e 0. =0 si

a quelli in cui ¢ & massima e si avra omin = — R = — .
| B0
K o
piani principali
O \ N
C o

/ Gnax
' \\ /Q\ o

Esercizio 5

Determinare i piani rispetto ai quali si hanno tensioni ¢ massime
e minime (piani principali) e quelli rispetto ai quali si hanno tensioni
tangenziali massime (piani di massimo scorrimento) in un solido cilin-
drico sottoposto a sollecitazioni di torsione e sforzo assiale di tra-
zione. E' noto M:, N e il raggio R.
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N Si possono quindi conoscere le tensioni ¢ e T
su un elemento superficiale. Infatti:

! o _2M, L _ N
Q_“/N[yt R T xR
1 Si conoscono cioé le tensioni su due piani

A tra loro ortogonali, per la reciprocita delle © (vedj
fig. b). Fissato un riferimento (o, 1), si conside-
rano le tensioni note . e t su una glacitura oriz-
fige.a zontale, che sono le coordinate del punto O, Sic-
come la giacitura relativa ad O & orizzontale, man-
dando una retta orizzontale per O, questa nicon-
trera il cerchio del polo K. Conoscendo O e deter-
minando le coordinate del centro

/—~\\j C(M,O); C(E,O)
2 2

/A

si puo disegnare il cerchio e ricavare, come si &
detto, K. Il punto K & il polo delle giaciture cioé
il punto per il quale dovra passare anche la pa-
rallela alla giacitura in cui si ha omax. L'altro pun-

Oz to per il quale dovra passare la parallela alla
— giacitura di emax & il punto sull’asse ¢ delle ascis-
se in cui si ha omax cioé il punto di coordinate:
. ~
flgob L c=0 O-:OC+R:£+R
= m—— 2
‘ Il piano di emin & poi ortogonale a quello tro-
vato. Poiché omin ha valore negativo, sulla gia-
citura corrispondente lo sforzo sara di compres-
L At sioni. Si noti che essendo ¢, = 0 il polo K si tro-
R va sull’asse © delle ordinate. Per determinare ora
i piani di massimo scorrimento basta unire X con
I punti della circonferenza in cui si N

ha tmax e tmin. Questi due punti & »\/
~\
2
N

. . o
hanno in comune l'ascissa -;- Que-

sto significa che sui piani di massi- K
mo scorrimento trovati (vedi figura
a destra), si avranno delle t© tutte

uguali in modulo, e tensioni ¢ pari a

(
J; . N s C
5 Il valore di queste tensioni tan-

genziali &:

tmax = R TMmin = — R
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Esercizio 6 +

In un elementino cubico sotto.
posto a pressione idrostatica (im-
merso nell’acqua) si vogliono tro-
vare le tensioni, al variare dell’orien- N Ee—
tamento. a

Nel caso della pressione idro-
statica la tensione & uguale su tutti
i punti di un solido, quindi, detta
o, la tensione normale perpendico-
lare al piano xz e ox quella ortogo-
nale a zy, si avra o, = o, e pil in
generale, qualunque sia I'angolo che
il solido (o meglio l'asse « adesso
associato) forma con la orizzonta.
le, si avranno sempre le stesse ten-
sioni normali. E' quanto cj propo-
niamo di dimostrare attraverso la
teoria del cerchio di Mohr. Si noti
che il problema non & sostanzial-
mente diverso da quello dej casi
precedenti in cui si ricercavano, le
tensioni e il loro modo di variare
rispetto alle diverse giaciture. In
questo caso infatti, invece di consi-
derare l'orientamento delle giacitu-
re all'interno di un solido che rima-
ne fermo, si considera il variare
delle tensionij sempre sulle stesse
facce al ruotare dell’elemento.

Come si & visto, per costruire
un cerchio di Mohr, bisogna, fissato
un sistema di assi di riferimento
(o, 7), individuare un punto della circonferenza (V se si considerano
le tensioni sulle facce verticali, O se si assumono invece come coor-
dinate le tensioni sulle facce orizzontali) e quindi determinare la
posizione del centro C ricordandone le coordinate:

Ca(c&jm ,O)

e poiché si ha ox = oy si avra anche-
€= (75—215 : o) C=(—ac, 0)

(il segno & negativo perché la sollecitazione prodotta da entrambe
le ¢ & di compressione). Si pud ora notare che le coordinate del
punto O, date dalle tensioni sulle facce orizzontali, sono uguali a
quelle di C.

O=(—0o 0 C = (—g¢ 0 C=0

——

caso in cui si considerano
le variazioni di giacitu

ra

caso in esame
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Questo significa che un punto della circonferenza (0), coincide
con il centro (C), e cio¢ l'intera circonferenza si riduce a un punto di
coordinate o e O. Il raggio sara ovviamente nullo, come si pud verifi

care dalla sua espressione: iz
R = 9y + Ty
2
ed essendo ¢, = o, e T,. = 0 per l'as- O =V=K=H
senza di tensioni tangenziali si ha: G
R = \/:_52_*1“_5 L0=0

Anche il punto K, ottenuto mandando l'orizzontale per O, coinci-
dera con C e lo stesso il punto V; si avra cioeé:

O=C=K=V

e quindi per qualsiasi posizione dei piani del solido, le coordinate del
punto che ne individua le tensioni saranno sempre —¢ e O, cioe le
tensioni sulle facce non variano al variare della posizione di un solido
immerso in un liquido, come si voleva dimostrare.

Esercizio 7

Si vuole studiare, attraverso il
cerchio di Mohr, 'andamento delle
tensioni nella sezione piu sollecitata
del sistema in figura 1.

Si tratta di una trave scatolare
Ty incastrata da un estremo e recante

sull’altro estremo una barra. Le for-
| ze agenti sono Q (sull’asse della tra-
ve) e P (applicata all’estremo della
x 1P barra). Indicati, come al solito, z
| I'asse del riferimento secondo l'as-
| se della trave, e xy gli assi sul piano
Q(agente secondo 1'asse z) della sezione, si nota che il sistema
produce sulla trave il caso pil ge-
nerale di sollecitazione. Infatti, tra-
sportato P nel baricentro della se-
zione, si ha (fig. 2) una sollecita-
zione di sforzo normale dovuta a Q,
uno sforzo di taglic dovuto a P e
un momento torcente M, dovuto al-
la coppia generata dal trasporto di
P. Nell'estremo libero non si ha mo-

fig.l

0 P mento flettente, tuttavia, avvicinan-
dosi all'incastro, il M; aumenters, a
fig.2 causa di P, con legge lineare. Sono
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dunque presenti tutte le sollecitazioni: N, T, M, M.. Bisogna ora indi-
viduare, attraverso i diagrammi di sollecitazione, la sezione pitt sol-
lecitata. L'intero studio verra condotto secondo il seguente schema:

1) Diagrammi di sollecitazione

2) Ricerca della sezione maggiormente sollecitata

3) Studio delle tensioni dovute a N, T, M, M, nella sezione mag-
giormente sollecitata

4) Individuazione del livello (o i livell) della sezione aventi mag-
giori tensioni

5) Individuazione in tale livello delle giaciture in cui si ha omax
(piani principali) e tmax (piani di massimo scorrimento) (1).

1) DIAGRAMMI DI SOLLECITAZIONE (sul piano z, )

Il diagramma del taglio & costante essendo dovuto al solo P, quello
dello sforzo normale ¢ ugualmente costante e cosi pure quello del
momento torcente. L'unico diagramma che varia ¢ percio quello dei
momenti flettenti che passa da un valore nullo alla estremita dello
sbalzo a un valore M, = P -] all'incastro (I = lunghezza dello sbalzo).

2) RICERCA DELLA SEZIONE MAGGIOR-

Mt MENTE SOLLECITATA
4 /l.ég Sara ovviamente quella dell'in-
el I* castro, dove & massimo M, Tuttavia
P per lo studio delle tensioni non &

T(+) } possibile considerare proprio la se-
zione d’incastro, ma una nelle vi-
cinanze. Infatti, per il principio di
Saint Venant (2) le tensioni si di-
stribuiscono in maniera uniforme
solo ad una certa distanza dalla
p.jJ Mf (=) sezione  sollecitata direttame'nte'r
dalle forze esterne, e le reazioni
vincolari che si producono allo
Mt J incastro sono appuntc forze
esterne.

(1) Il problema é quello di determinare la sezione pitt sollecitata,
ma all'interno di quella sezione le tensioni non sono uniformi, poiché
si distribuiscono secondo leggi che variano a seconda del tipo di solle-
citazione. Conoscendo tali leggi, bisogna determinare il punto in cui
queste tensioni sono massime (livello di massima tensione della se-
zione) e poi stabilire, in tale punto (o meglio intorno) per quali gia-
citure si hanno le maggiori ¢ e le maggiori .

(2) Vedi BerLruzzi - Vol. 1, pag. 10 § 12.
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compr.

3) STUDIO DELLE TENSIONI NELLA SE-
ZIONE MAGGIORMENTE SOLLECITATA

a) Taglio

In una sezione di trave in cui
sia noto il taglio, & possibile cono-
scere il valore della tensione in un
qualsiasi elementino attraverso la
espressione:

T &
T=— =
J. b

dove b; & la larghezza della sezio-
ne variabile in funzione dell’altez
za y (1). Se b fosse costante, come
¢ il caso delle sez. rettangolari, va-
rierebbe soltanto il momento stati-
co S, e il diagramma delle tensioni
avrebbe andamentc parabolico con
un massimo in corrispondenza del
baricentro. (diagr. a). Poiché invece
la b; varia bruscamente in corrispon-
denza della cavita, il diagramma sara
simile al precedente, ma con delle
discontinuita nei punti in cui varia
la b (diagramma b) (2). Il maggiore
sforzo di taglio viene quindi sop-
portato dai lati verticali (assimila-
bili in questo caso all'anima di un
profilato a doppio T).

b) Momento flettente

II momento flettente produce
delle tensioni normali ¢ di trazione
e compressione il cui andamento &
dato dall'espressione:

M,
j.(

g =

La legge di variazione lineare ha
un omax di trazione sul bordo su-
periore della trave e un omax ne-

(1) V. BELLUZZI, pag. 236, § 168.
(2) V. BELLUZZ1, pag. 235, § 167.

Mt

Mom.torcente

VP
—
1

44

“
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)
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7 @1/

/
£ 2
L8 |
4
Mf T N

S ‘F@"%E\""Hﬁ
N

(% dovuta a Mt = 400)

gativo (compressione) sul bordo inferiore.
o ha valore nullo in corrispondenza del
baricentro G. (diagramma C) (1).

c) Sforzo normale

Lo sforzo normale & costantie e nega-
tivo in tutti i punti della sezione conside-
rata. Nell'espressione: ’

N
o= —
A

infatti non vi sono quantitad variabi-

i@ @3).
d) Momento torcente

Considerando lo spessore delle pa-
reti della trave sufficientemente piccolo
rispetto alla sezione, si pud applicare la
formula di Bredt (4) per sezioni cave
e in un punto qualsiasi della trave si

ha:

Mt
T=

24%

(dove A* & l'area compresa nella linea
media del contorno). Cioé si considera
(dato il piccolo spessore), la tensione <
costante all'interno della sezione (5). Si
noti, in relazione al diagramma delle
tensioni dovute al taglio, che nella par-

(1) V. BELrLuzzI, pag. 165, § 125.

(2) V. BELLuZZI, pag. 120, § 104,

(3) E' molto importante non confondere
le tensioni che si producono su una sezione a
causa delle sollecitazioni trasmesse dalle se-

| // R
' o
//?; o
i /} -~
4
/

zioni vicine con le temsioni che si gemerano i
nel materiale e che tendono ad equilibrare le Hlu
forze prodotte dalle prime. Le due tensioni

hanno infatti verso contrario.

(4) V. BeLLuzzl, pag. 217, § 157 e pag. 221, § 158.

(5) In realia & noto che nei bordi interni, quando gli spigoli non
sono arrotondati, le tensioni tangenziali si addensano e la distribuzione
delle © non ¢ uniforme analogia (idrodinamica). Tuttavia per semplicila
si sono ritenute le t© uniformemente distribuite (V. BeLLUZZI, p. 208,

§ 150 e pag. 225, § 160).
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te sinistra della sezione (fig. b), le T dovute al taglio sono di segno con-
trario a quelle dovute al mom. torcente, mentre nella parte destra le <
dovute a T e quelle dovute a M, hanno lo stesso segno e quindi si som-
mano. Questo significa che, per quel che riguarda le tensioni tangenzialj,
la parte di destra ¢ la pitt sollecitata.

4) INDIVIDUAZIONE DEL LIVELLO DELLA SEZIONE AVENTE MAGGIORI TEN-
SIONI

Bisogna ora stabilire in quale punto della sezione bisogna appli-
care la teoria del cerchio di Mohr per conoscere quale direzione hanno
omax e omin, Conoscendo tutte le tensioni agenti sulla sezione e cono-
scendone il verso, possiamo giudicare dove sono maggiori e minori le
tensioni esaminando diversi elementini sulle varie facce. Nel caso dj
incertezza si pud applicare il cerchio di Mohr a diversi elementini.
Consideriamo ad esempio l'elementino 3 di fig. ¢), situato in prossimita
del lembo superiore della trave: su di esso agiranno delle ¢. di tra-
zione dovute al M;, delle ¢. di compressione dovute allo sforzo nor-
male, delle + dovute al M. e al taglio che si compongono. Poiché le .
dovute al M, e ad*N si sottraggono, le tensioni normali non sono molto
forti su questa parte della sezione. Senz'altro di maggiore entita sono
le o. sull’elementino 4 (opposto al 3) perché sia quelle dovute a M,
che quelle dovute ad N, hanno lo stesso segno e quindi si sommano,
mentre le t non hanno ugual verso. Nell’elementino 2 invece, pur
essendo le . dovute al M, leggermente minori, oltre a sommarsi le .
si sommano anche le ~ dovute al momento torcente e al taglio. In
questo elementino dunque le tensioni saranno senz'altro maggiori che
nei precedenti. Consideriamo quindi I'elementino 2 e il suo simmetrico,
'elementino 1, e vediamo in quale dei due (uno dei quali & certa-
mente luogo delle tensionij maggiori) le tensioni assumono maggior
valore. Le tensioni che si ottengono in tali livelli sono naturalmente
tunzione delle caratteristiche geometriche della trave e dei carichi ap-
plicati, e si ricavano attraverso le formule ricordate. Supponiamo che,
fatti i calcoli, vengano trovati nel livello dell’elementino 1 j valori della
hgura c¢). In figura non & stato naturalmente riportato il diagramma
del M, perché, pur essendo (in prima approssimazione) le tensioni co-
stanti sulla sezione, mutano in direzione e verso nelle varie parti.

Individuazione dei piani di max scorrimento e dei piani principali nel
livello della sezione avente maggiori tensioni

Consideriamo le tensioni agenti sull’elementino 2. Sulle facce ver-
ticali agiscono delle © dovute al momento torcente e delle v prodotte
dal taglio aventi uguale direzione e segno. Esse percid si sommano
dando una v complessiva pari a — 500 kg/cm? Sulle facce orizzontal;
ci saranno delle © reciproche di uguale grandezza ma segno opposto.
Le tensioni normali ¢ agiscono invece solo sulle facce verticali e, sia
quelle prodotte da M, che quelle causate da N, hanno uguale segno.
Si ha percid una ¢ complessiva pari a on + of = — 1150 kg/cm?
Costruendo il cerchio di Mohr (in alto in figura), si ricava subito V
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le cui coordinate corrispondonq alle
tensioni sulla faccia verticale;
(o V = (— 1150, — 500). Si individua-

t no poi le coordinate del centro:
5 el 2 i S
oz + oy
H* ::lggg}crmum ¢ = (‘*{‘—*, 0)
Genb400) _ (1150 *’E
_sei] T ¢ = ( - (575,0)
- ! L’ Si pud ora disegnare il cerchio
—-—-———ﬁtjﬁgg} =850 e constatare (per verifica) che, de-

terminando K con l'intersezione del-
la verticale per V col cerchio, man-
dando 'orizzontale per K, questa in-
Tose= R terseca il cerchio in O (0, ). Si pos-
- sono ora determinare i piani prin-
- 0(0,500) Mt . X
) cipali, le cui tracce passanc per K
y S~ e i punti della circonferenza in cui
si ha omax e omin. In questa gia-
citura si ha:
Y emax = R — 575
V(=1150,~500) 5 e
: omin = — R — 575

\ ed essendo R = V575 + 500 (per
il teorema di Pitagora) si ha:

R =880

elementino 2

-
A\

.
(o]
[=]]

elementinoe 1

0(0,500) Ty K e quindi:
’ omax = 305 kg/cm?;

/ i omin = — 1455 kg/cm’.

L'angolo della giacitura &:
/! a = arctg. 1150/500.

ol
(o]
~

;A Per i piani di max scorrimento si
ha invece una o corrispondente alla
Vv = (850,-500) ¢ media = — 3575 kg/cm? associata

sulle due facce ortogonali tra loro

ai valori tmax = R = 880 kg/cm? ¢

tmin = — R = — 880 kg/cm’ Come

si vede sull’elementino 2 si hanno tensioni negative (compressmne},
molto forti, e tensioni ¢ positive (trazioni) mpderate. Cos_truendo il
cerchio di Mohr per l'elementino 1 (in basso in figura), si nota che
le = sono uguali a quelle dell’elementino 2, mentre, essendo le ¢ d_ovut:e
a M, e quelle dovute ad N di segno opposto, la o cqmplessiva &
of —on = 850 kg/cm® 1l punto V necessario alla costruzione del cer-
chio ha percié coordinate V = (850 — 500), mentre il centro C = (425,0)‘.
Costruito il cerchio e individuato K si verifica che le coordinate di
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0 E'(O,§OO) qorrispondono alle tensioni sulle facce orizzontali. Trovate
le giaciture in cui sono maggiori le ¢ (piani principali) si trova che:
emax = R -+ 425 onin = — R + 425

ed essendo:

R = V 425 4 500 = 665

si ha: |
omax = 1090 kg/cm?, omin = — 240 kg/cm?
Cio¢ I'elementino 1 & soggetto a forti tensioni ¢ di trazione, rispet-
to a guelle' di compressione. In totale le tensioni maggiori si hanno Parte terza
quindi nell'elementino 2 con ¢ = — 1455 kg/cm? di compressione, Tut-

tavia se il materiale non resiste a trazione bisogna tenere presente che IPERSTATICA

la ter?isione positivakmaggiore si ha per la giacitura trovata dell’elemen-
tino ari a 1190 cm’. . . .
P g/ Le strutture finora esaminate erano di tipo isostatico, avevano ciog

un numero di vincoli strettamente sufliciente a impedire qualsiasi
movimento. Questo significa, per quello che riguarda il loro studio,
che tali strutture erano anche staticamente determinate, che cioé
bastavano le equazioni cardinali della sta- P

tica a determinare il valore delle forze

che venivano sviluppate nei vincoli. Se

a tali strutture aggiungiamo unc o pit

vincoli otteniamo sistemi iperstatici, e aA

quindi sistemi staticamente indetermina- P |
ti, nel senso che le sole equazioni cardi-

nali della statica non sono sufficienti a p
risolverli. Infatti aggiungendo alla strut- M

tura dei vincoli sovrabbondanti aggiun-
giamo anche delle incognite alla solu-
zione del problema, incognite cui non o
corrispondono adeguate equazioni, data a Y,
l'ipotesi fatta che le strutture vengono
considerate indeformabili.

Dal punto di vista delle equazioni

cardinali della statica esistono quindj, P
per un sistemna iperstatico, infinite solu- /

zioni, tutte equilibrate. La cosa si chia-

risce con un esempio. Consideriamo una A
mensola, sistema isostatico, caricata con
un carico P qualsiasi (fig. 1). Il suo estre- 7| é_
mo libero B ¢ libero di abbassarsi a cau-

sa della inflessione della trave. P
Se aggiungiamo all’estremo B un car- M

rello la struttura ha un grade di vincolo
in pit dello stretto necessario, ¢ ciog una N

volta iperstatica (fig. 2). In questo caso )T 7 =0
dal punto di vista delle deformazioni, a ga ¥y
viene impedito l'abbassamento del pun-

to B. Utilizzando le equazioni cardinali fige 2

106 107




della statica otteniamo un sistema di tre equazioni in quattro incognite
(Y., X., M. eY,), e un sistema a incognite sovrabbondanti presenta, come
& noto, infinite soluzioni. Esisteranno allora infinite combinazioni di valori
delle reazioni che possono mantenere in equilibrio il sistema. Ma se cono-
scessimo il valore di Y, il sistemna sarebbe risolubile perché potremmo so-
stituire al carrello il valore della sua reazione e il problema ridiventerebbe
staticamente determinato. Per far questo dobbiamo rinunciare all'ipotesi
semplificativa della indeformabilita delle travi, perché & proprio lo studio
delle deformazioni che c¢i permettera di determinare il valore di Y.
Togliamo di nuovo il carrello e sostituiamolo con la forza incognita Y.

Se assegnamo a Y, uno qualsiasi dei valori che danno una confi-
gurazione equilibrata, tale valore potrebbe essere troppo piccolo (fig. 3)
(e allora il punto B si abbasserebbe in B’), o troppo grande (fig. 4) (e
allora il punto B salirebbe in B”). Si intuisce che tali valori non sono
accettabili perché in contrasto con l'ipotesi, sempre valida, della bila-
teralita dei vincoli.

Tali soluzioni allora, sebbene equilibrate, non sono congruenti,
non sono cioé compatibili con le reali condizioni statiche della strut-
tura. Esistera allora un solo valore di Y, che, oltre a dare una solu-
zione equilibrata, dia pure una soluzione congruente. La soluzione
congruente si ottiene quando, sotto l'effetto di tutte le forze agenti
(attive e vincolari) e di Y5, il punto B non si sposta.

Scrivendo questa condizione con un’equazione si ha:

18, (P, Yo) =0 P
e cioé lo spostamento verticale del pun-
to B (in questo caso verso l'alto ma A B

. )
avremmo anche potuto scrivere d B, verso il
il basso) dovuto al carico e all'incognita B
iperstatica, deve essere nullo. In termini

operativi si calcolera lo spostamento di B
considerando a tutti gli effetti ¥, come una Yy
forza, e si imporra poi la condizione che
questo spostamento sia nullo ottenendo
un’equazione nella sola incognita Y.
Le equazioni di questo tipo sono fige 3
dette equazioni di congruenza, € pPOSSO-
no essere scritte in numero pari alle in-
cognite iperstatiche. Come si vede & solo v
lo studio delle deformazioni (in questo b
caso lo spostamento verticale di B) che
permette la soluzione dei sistemi iper-
statici. Si comprende allora che nel de- p
terminare le reazioni di tali sistemi com- 0
pariranno tutti quei fattori connessi con
le deformazioni (caratteristiche elastiche 1

e geometriche della sezione) che non com- y }
parivano nella soluzione dei sistemi pre- 1 B
cedenti. E' chiaro che a questo punto so-

no necessari degli strumenti che diano fig. 4
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il valore dello spostamento di un punto qualsiasi della struttura in
una direzione qualsiasi.

Di tali strumenti quelli maggiormente usati sono l'equazione della
linea elastica, che da la funziocne della deformata di una trave, e il
metodo di Beiti (1), che da in termini operativi i mezzi per calcolare
lo spostamento di uno o piu punti della struttura. Riconducibili al primo
sono i metodi di Mohr e Saviotti (2) e al secondo i metodi derivati dai
teoremi di Maxwell, Castigliano, Menabrea e dal teorema_ dei lavori

virtuali (3).

(1) O. BeLrLuzzi, vol. I, pag. 301 e seg. e pag. 620 e seg.
(2) O. BeLruzzi, vol. I, pag. 311 e seg.
(3) O. BeLruzzi, vol. I, cap. XV e XVI.
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Esercizio 1

Stabilire il grado di iperstaticitd dei sistemi nella colonna sinistra
e svincolarli introducendo le opportune incognite iperstatiche. E' chiaro
che le soluzioni riportate nella colonna di destra sono solo alcune di
quelle possibili.

Nell'ultimo esempio si & aperta la maglia chiusa tagliandola in C
e introducendo le incognite iperstatiche. Poiché una maglia chiusa &
tre volte iperstatica per vincoli interni e il taglio toglie tre gradi di
iperstaticita, il sistema & reso isostatico. In pratica & come (per ren-
dere l'idea) se avessimo tolto un incastro interno. In questo caso Y.
rappresenta il valore dello sforzo di taglio nella sezione, X, lo sforzo
normale e M. il momento flettente.
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EQUAZIONE DELLA LINEA ELASTICA

1l rapporto tra sollecitazioni e deformazioni in una trave sottoposta
a forze nel piano di flessione & dato dall’espressione:

1 M
— e ) = —  a)
r J

£

Dove 0 & l'angolo di curvatura ed r il raggio di curvatura della
trave. La curvatura della trave & cioé proporzionale al momento flet-
tente dovuto ai carichi agenti e inversamente proporzionale alle carat-
teristiche di resistenza dovute al materiale (E) e alle caratteristiche
geometriche (J) della trave (1).

Il problema che si presenta nella determinazione della linea ela-
stica & quello di stabilire una funzione v = v(z) che esprima, in un
opportuno sistema di riferimento, 'andamento della deformazione nel-
l'asse geometrico della trave (v. figura). L'equazione della linea elastica
¢ quindi l'equazione della curva v = v (z) in cui si trasforma 1'asse geo-
metrico della trave sotto la sollecitazione delle forze esterne. La curva-
tura in un punto della curva v = v (z) & espressa dalla derivata seconda
in quel punto (2) e cioe:

1 dv

r dz?

e sostituendo questa espressione della curvatura in a) si ottiene I'equa-
zione della linea elastica:

2,
d*v _ M b)
dz EJ

che & un'equazione differenziale di 2° grado le cui costanti di integra-
zione dipendono, come si vedra negli esempi, dalle caratteristiche di
vincolo. Assumendo l'asse z coincidente con l'asse geometrico della
trave indeformata, e come direzione positiva di v quella verso il basso,
viene posto il segno negativo davanti a M/EJ affinché sia positiva la
equazione della linea elastica per i carichi verticali discendenti, che
sono la maggioranza. Integrando la b) due volte si ricava v(z) che
esprime l'abbassamento in un generico punto di ascissa z, mentre inte-

(1) BrrLLuzzi, pag. 168.
(2) A. CHIELLINI, Analisi matematica e geometria analitica, 2° vol.,
p. 259 e seg.; G. TEDONE, Meccanica razionale, pag. 26.
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grando una sola volta la b) si ottiene
la funzione dv/dz, derivata prima
dell’equazione della linea elastica.
Questa rappresenta, per la defi-
nizione di derivata prima, la tan-
gente v dell'angolo che la retta tan-
gente in un generico punto forma
con l'asse delle ascisse (v. figura) (1).

[}

deformata di una menso

. 14 .
la incasirata in O La derivata prima —— esprime
a 1tnecas o

dz
quindi I'angolo di cui ruotano le se-
zioni di una trave a causa delle sol-
lecitazioni esterne. In realta le sollecitazioni esterne che producono
deformazione nella trave deformandone l'asse geometrico sono anche
quelle dovute alle azioni di taglio che perd si trascurano essendo molto
modeste.

Esercizio 2

Calcolare 'equazione della linea elastica di una mensola con carico
ripartito uniformemente a sezione costante, e abbassamento e rota-
zioni nell’estremo libero B.

Fissato il sistema di riferimento in modo tale che lincastro in 4

coincida con l'origine degli assi, per
applicare 'equazione della linea ela-

P t/m | stica:
0=A B, dv . M
\l\ dz EJ
1 ' bisogna conoscere la legge di M(g),
g variabile in funzione delle ascis-
‘ se. La quantita EJ, essendo la tra-
v ve omogenea in materiale e co-
stante in sezione, & un dato del pro-

blema. Detta I la lunghezza della
mensola, la legge del carico essendo P = cost, la legge di variazione
del momento sara:

_PU—2

M) = >

(1) Per una chiara esposizione della teoria della linea elastica con
numerose esemplificazioni si veda il IV capitolo del testo: C. CERADINI,
Meccanica applicata alle costruzioni, ed. Vallardi, Milano 1921.
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il segno negativo essendo dovuto al fatto che sono tese le fibre supe-
riori. Sostituendo nell'equazione della linea elastica si ha:

dv _PU—z2 _ PP +2—2D) :L[i +-ZZ~—-ZZ
dz? 2ET 2ET EJ | 2 2
integrando una prima volta si ottengono le rotazioni:
dv P [ I 7 Iz ’

& EIlz e 2]+C' Y=Y

La costante di integrazione C, rappresenta in questo caso la rota-
zione iniziale della sezione nell'incastro A. Se l'incastro & perfetto non
vi sono rotazioni iniziali della sezione d'incastro e quindi si ha C, = 0,
altrimenti si sostituisce a C, tale valore iniziale delle rotazioni. Suppo-
nendo l'incastro perfetto il valore dell’angolo v, in B (assimilabile, per

la piccolezza dell’angolo, alla sua tangente g vs), si ricava sostituendo
a z il suo valore in B, cioé /. Si ha quindi:

p 1 1 1° PP
tgvh = vbh = —| — + — ___.,_] = — rotazione massima
g EJ [2 6 2 T )

Per otténere 'equazione della linea elastica, e cioé I'espressione degli
abbassamenti 8 in ogni punto dell’asse geometrico della trave, biso-

. . dv -
gna integrare la funzione TE si ha quindi:
Z

12 2 4 3
v =L | Z ],
EJ 4 24 6
e 'abbassamento nell’estremo libero B, dove z = / sara:
Pl UV r v P’
l517=—b:7 p + YR P ] =-—8-ET (abbassamento massimo)

Il valore dell'abbassamento risulta espresso in c¢m. Infatti I'equazione
dimensionale di |3, é:

L'equazione della linea elastica & una curva del 4° ordine. Infatti,
integrando successivamente si ha:

P =  costante (ordine 0)
T = lineare (1° ordine)
M; = 2° ordine
Y = 3 ordine
g =  4° ordine

L'abbassamento massimo (in questo caso 5,) viene detto freccia.
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Esercizio 3

Determinare le reazioni vincolari in una trave incastrata nello
estremo A e appoggiata in B con carico ripartito uniformemente P.

b /n Essendo il sistema iperstatico

0 7] le equazioni ca1;dmgh della statica

A non sono sufficienti a determinare
a) A é
A
A

1 le quattro incognite vincolari. II si-
= sterna € una volta iperstatico; basta
quindi determinare una incognita
vincolare (ad esempioc Y,) senza lo
th ausilio delle equazioni della statica,

perché siano determinate anche le

en 5 altre 3.

Prima operazione da fare & quel-

la di rendere il sistema isostatico,

sostituendo a un vincolo (il carrello

C),;ﬁ B in questo caso), la corrispondente

E] M incognita vincolare (¥}) come in fig.

b). Si determina quindi l'equazione

della linea elastica considerando il sistema come una mensola caricata

con carico ripartito p e una forza all’estremo B, Y,. Una volta ottenuta

I'equazione della linea elastica si ricava 'abbassamento in B, il quale

sara funzione di Y», e poiché per le condizioni di vincolo il punto B non

si deve abbassare (v. fig. ¢) si imporra la condizione 16, = 0 che for-

nisce la reazione incognita Y,. Nell'espressione generale della linea ela-
stica

dv M

dzz = EJ

bisogna sostituire il valore di M in funzione dei carichi, riferito alla
ascissa z di origine A. Detta [ la lunghezza della trave si ha:

_P(—2y

M@ =Y (l—2) 5

per cui l'equazione della linea elastica della trave é:

2 . 2 ; -
Py g PU=D oy PEEZ—2D)

dz? 2 2

—EJ

e integrando:

2 2 3 2
_EY _y, (ZZ_, _z_)_p(_l_z_ AR )
2 6 2

che & l'espressione delle rotazioni delle sezioni. La costante iniziale
dellintegrazione, che rappresenta la rotazione iniziale in A, & nulla,
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poiché, supponendo lincastro in 4 perfetto, la sezione in A non ruota.
integrando ancora si ha la linea elastica:

2 3 2,2 4 3
——Ejv(z):Yb(~l—Z—-—_ z )_._P(_Z.Z_ +_Z...._ ZZ)
2 6 4 24 6

Per trovare il valore di ¥, bisogna ora imporre la congruenza della
deformata col vincolo in B. Bisogna cioé imporre nell'espressione v(z)
trovata (che da gli abbassamenti in ogni punto dell'asse georhetrico) la
condizione che in B (dove z = [) non vi siano abbassamenti. Si deve
cioe avere v([) = 0 e cioér

3 3 4 £ 4
— () =Y, (l——— ! )——P( ! + ! —L):Odacuinzﬂ
2 6 4 24 6 8

Le tre rimanenti reazioni in A si possono ora ricavare attraverso le
equazioni della statica avendosi 3 equazioni e tre incognite:

ZX =X, =0
SEY:YH+Y5~PI:YU+ igl—_pzzo yu:_z_.p[
i ? ? P
/ SM, = v, 1— DL o3P APE oy =
2 8 8 8
Esercizio 4
P

Calcolare la rotazione e l'abbas-
samento dell’estremo liberc A della
mensola in figura (a sezione costan- 4
te) mediante il metodo di Mohr (1).

Tracciato il diagramma dei mo- 1
menti si carica la trave ausiliaria 1 T
con il carico fittizic M/EJ, vincolan-
dola (come in figura) nell’estremo A.

In questo modo si avra il taglio
fittizio massimo (rotazione massi- ME
ma) e il momento fittizio massimo
(abbassamento massimo) in A.

Si tratta ora di calcolare il ta-
glio fittizio in A che & uguale all’area
del diagramma del momento fittizio.

Pl 1
EJ 2 p* P1
2 EJ

T

Pl

-

trave ausiliaria

* =

da cui @4 = (rotazione in A)

N
s
o
L D

|

N
je3)
—

WA
e S——
\S)

(1) Per la teoria sul metodo di
Mohr si veda O. BeLrLuzzi, vol. 1,
pag. 311 e seg. P* = ~ M/EJ
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e il momento fittizio in A:

Pl { 21
EJ 2 3 b4

P
—— (abbassamento in A)

11 vantaggio rispetto al metodo della linea elastica (di cui il metodo
di Mohr non é che una graficizzazione) ¢ quello di poter ottenere imme-
diatamente delle soluzioni senza passare attraverso le integrazioni suc-
cessive: se ad esempio si voleva conoscere I'abbassamento in A4, col meto-
do della linea elastica bisognava integrare due volte I'equazione del ca-
rico, mentre col metodo di Mohr, come si & visto, basta calcolare il
momento fittizio rispetto ad A.

Esercizio 5

Calcolare col metodo di Mohr p
I'abbassamento in mezzeria e la ro-
tazione in A della ‘trave in figura a R l
inerzia costante, 5_ el
Tracciato il diagramma dei mo- 1/2 1/2
menti si carica la trave ausiliaria col S
diagramma di carico fittizio:

P, = M/EJ
(diagramma delle curvature).

|

Il taglio fittizio T, dara le ro-

tazioni e il momento fittizio M, gli ME
abbassamenti.
Il taglio T, in A ha il valore
della reazione R, e la rotazione in PL/4
tale sezione sara quindi:
PP
16EJ | i
) 1/6
L’abbassamento in mezzeria ver- 7 7
ra calcolato trovando il momento ft- g o P12
tizio rispetto a tale punto. 16EJ
fr = pE 1 pE 1
" 16EJ] 2 T 16EJ 6
fo = PP o
48EJ \ o
3
fu = 0,0208 LL =
EJ £ = I8
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Si noti dai risultati che ha grande importanza nelle deformazioni
il valore della luce /, che compare alla terza potenza, mentre le quan-
titd che rappresentano la resistenza della trave (modulo di elasticita F
e momento d'inerzia della sezione J) compaiono alla prima potenza.

Esercizio 6 ,

Reazioni e diagrammi di sollecitazione di una trave su tre appoggi
con carico uniformemente ripartito di 3 t/m. Le due campate hanno
un'uguale luce di 6 m. e la sezione costante.

II sistema & iperstatico e quindi bisogna degradare i vincoli in
modo tale da ottenere una struttura isostatica, introducendo poi delle
opportune incognite iperstatiche. Con una cerniera sull’appoggio 2 che
interrompe la continuita della trave, il sistema & reso isostatico. Tut-
tavia il sistema ottenuto & molio diverso da quello in esame in guanto
la cerniera introdotta non trasmette i momenti flettenti da una campata
all'altra, con conseguenze intuibili sulle deformazioni. Per ristabilire
la continuita tra le due parti di trave bisogna introdurre due momenti
incogniti m’; e m”, detti appunto « momenti di continuita ». Per Pequi-
librio del concio in 2 (v. fig. 2), do-
vra essere m’; = m",. Si indicheran-
no tali momenti (uguali e contrari) i g i
semplicemente con m. LU[ } l H 1 | H {i

Tale metodo di risoluzione si
applicherebbe anche se la struttura .é
continuasse. Si pud ora applicare L 2
I'equazione dei quattro momenti che, A -
scritta per intero e (1):

w (1’ + 2m’y) + W’ Cm”, + m’y) =

(J_), (z‘!'lI + 2 Mfz) + wli (Zu}'/l +!_L”2) .
R 2 2y o &
b & =3
ma essendo m’, e m”; i momenti tra-

smessi in 1 e 3 dal resto della strut-
tura, si ha in questo caso:

,

HHI

b
- pé

{igel

e, non essendoci cedimenti: § 2 g :_02"‘ a
5/ _ 5// — O
I momenti d'incastro perfetto, m, m',

per la simmetria della struttura val-

gono: C <>
, gl EE

U-’l — plz — “‘Nl — H’Z —
12

(1) V. BeLLUZZ1, Scienza delle Costruzioni, vol. 1, cap. XII.
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¢ quindi l'equazione dei quattro momenti si semplifica nella se-
guente:

3.6

ql? .
dm = 6 ~15- da cui m = = 13,5 tm.

Trovato il momento di continuita m si pud considerare il sistema
isostatico e procedere nel modo consueto per la determinazione delle
reaz. vincolari e dei diagrammi.

REAZIONI VINCOLARI

ul
-~
3
S
jos}

Isolando le due campate si de- 8 1
terminano le reazioni dovute al ca- N
rico e al momento m. In 2 la rea- g AN '}’%* é_
zione, per il principio di sovrappo- -
sizione degli effetti, sard la somma 9 9
delle reazioni trovate in 2 per le sin- 0 tg
gole campate pensate isolate. Le rea-
zioni dovute al carico ripartito so-
no di 9 t su tutti e quattro gli ap- ‘ 2,25 2,25? 1 ‘
poggi, mentre quelle che equilibra- R R R R
no le coppie valgono: 1 2 2 3
R:f_n_ :-&5—=2,25 11,25
{ 6

con segno negativo sugli appoggi 1 6,75
e 3 (vedi fig. 3). Sommando gli ef-
fetti si ha:

R =9—225=6,751.

Ri=R;+R" =29 +225 =

(1125 1) -2 =225 1. 5]

Ri=R =675 t. ren
Controllo — 1l carico totale va-
le 2 pl =36 t. La somma delle rea-

zioni deve uguagliare tale valore: in- -11,25
fatti:
Ri+R;+R;=6,75+2,25+6,75 = 36t.
~13,5¢m

TaGLio

Nella campata 1-2 la legge del § O
taglio &: % 26_LLU/

T =R —qgx=0675-—3% i

e quindi il diagramma del taglio si
annulla per:

6,75
—_ T 2,25 m _K%r L -
3 2) \__]0
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e quindi a 2,25 m dall’appoggio 1 si avra il massimo momento flet-
tente. Per x = [ = 6 il taglio vale T'; = — 11,25 t. 1l taglio nella cam-
pata successiva vale:

T =T+ R—gx" = —1125 + 22,5 — 3x'
dove con x" si indica il nuovo sistema di ascisse con origine 2.

@

MOMENTO FLETTENTE

La legge del momento flettente nella prima campata vale:
2
M =Rxz—3% 6752~ 3 2
2 2

mentre il diagramma nella campata successiva sara, come per il taglio,
specularmente simmetrico. Il momento massimo si ha, come si & visto,
per x = 2,25 e vale:

Moas = 6,75 2,25 — % (225 = 7.6 tm

mentre il M; in 2 vale, come & noto, m = —13,5 tm. Il M, si annulla
nei due punti (simmetrici rispetto all’asse della parabola passante per
x =225 di ascissa x=0 e x=225-2=45 m. Si pud capire da
questo dato e dalle informazioni precedenti 1'andamento della defor-
mata. Considerando infatti (per il teorema di Mohr) la linea elastica
della trave come diagramma dei momenti del carico fittizio P* = M/EJ,
poiché il carico passa nel punto x = 4,5 m da valori positivi a valori
negativi, la linea elastica avra un flesso in x = 4,5, passando da una
concavita rivolta verso l'altc a una rivolta verso il basso, come risulta
interpretando il diagramma del M; (a meno della costante 1/EJ) come

(21)
Mmax= “'8—'

=0
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diagramma delle derivate seconde (diagramma delle curvature) della
linea elastica. L’andamento approssimato sara allora quello in fig. a).

CEDIMENTI EVENTUALI

Nello studiare la trave non sono stati previsti cedimenti. Questo
fatto ha permesso di trovare le reazioni e di tracciare i diagrammi
indipendentemente dalle caratteristiche elastiche del materiale (E) e
dalle caratteristiche geometriche della sezione (/). Tuttavia & intuitivo
che quando su reazioni e diagrammi influiscono i cedimenti non si puo
prescindere da tali caratteristiche: tanto pitt un materiale rigido
tando pil risentira dei cedimenti. Pensiamo ad esempio ad un cedi-
mento 8" nell'appoggio 2. L'equazione dei 4 momenti diventa allora:

2 ’ 2 ’
4m:6£——68—edessendow:—.1ﬁ m:_‘LZ_. §EJ
12 l'w EJ 8 24
ed essendo m il valore del momento negativo massimo diminuisce di
una quantita proporzionale al cedimento &’ e alla rigidezza EJ (fig. b).
All'aumentare del cedimento & il momento flettente negativo diminuisce
ancora fino a passare a valori positivi e, al limite, (quando V'appoggio
si distacca dalla trave) tale diagramma si trasforma in quello di una
trave appoggiata nel punto 1 e 3.

Esercizio 7

Diagramma dei momenti flettenti di una trave metallica NP 240
su tre appoggi con un'asta verticale sull’appoggio centrale, caricata
come in figura a) e con un cedimento differenziale in C di 2 cm.

La trave pud essere resa isostatica (fig. 2) introducendo una cerniera
in B che spezzi la continuita della tra-
ve e introducendo due momenti inco- . L
gniti che rendano le rotazioni in B l ]I[[]’WWHW]‘WFH L:xm

congruenti. Detti tali momenti m’; e A 2B e " g
m”; per l'equilibrio del nodo B si jetn . 1o 1 .
avra (fig. 3 e 4): P.s Py o

my=F b+ m’ % Ry 2 rig.z

e quindi, essendo Fy una quantita no-

Fob F.b
ta, si avra in B un solo momento in A\ Fubenry (0 .
. » N L) m
cognito. In 4 si avra poi il momento: ’“'ZCE E)‘“l C _> 1
m;=P-+s=4tm. _
fig.3 fig.h

dovuto allo sbalzo. 5,45
: ’ - N A
Riassumendo, l'equazione dei 4 MWWMZ"S
momenti che permette di determina- ; WW £ig.5
re il momento incognito m”;, si pud

scrivere tenendo presente che:

3

m’, =P-s Q:_I;—I:)z,zﬁ
m's = Fy + m”; 5,45

m”z =0 fig.6 2,45

fig.7
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si ha allora:

Z/ , Zu . N lu 6 5,,
— [P 2F-b+m)]4+— 2m" +0) =3 — + — (A
7 [P-s+2( + m")] Iz @2m", =7 o (A)

Il segno del contributo dovuto ai cedimenti differenziali & positivo
in quanto C si abbassa rispetto a B. Poiché la trave & a sezione costante
si ha J' = J". Le caratteristiche geometriche del profilato .NP 240 che
interessano sono:

W, = 353 cm’® J. = 4239 cm*

ed essendo per l'acciaio E = 2,1-10° kg/cm* la (A) diventa:

EF 144 6 8”
PP s+2F -b+m")] +17-2m" =3u" 1"+ T EJ
e quindi 414123+ m")] +50@m") =
. o P
3. -—1—-2 - 52 4 6—-—-——-2 10 2,1 - 107 -4239 - 10-% (1) (B)
12

risolvendo la (B) si ottiene:

40 + 18m”, = 62,5 + 214
m”; =245 tm ©

Il cedimento differenziale, sebbene apparentemente modesto, ha
prodotto un incremento del momento flettente in B piuttosto notevole,
Nella (C) infatti si pud notare che il contributo dovute al cedimento
& & 21,4 tm.

In assenza di cedimenti differenziali allora il momento in B sa.
rebbe stato:

w _ 625—40
moyy =

= 1,25 tm
18

1l cedimento 8" ha fatto quindi aumentare il momento in B di
1,20 tm. Intuitivamente il fatto pud essere interpretato come tendenza
del tratto BC a trasformarsi in mensola per effetto del cedimento in C.

Si possono ora disegnare i diagrammi. Il diagramma del M; avra
andamento lineare sullo sbalzo e in AB. In B il valore del M; si deter-
mina tenendo presente l'equilibrio del nodo (fig. 6). Nel tratto BC la
struttura pud essere schematizzata come una trave su due appoggi, pur-
ché si riporti in B il momento di 2,45 t trasmesso dal resto della
struttura (fig. 7). Si avra allora.

R,=2-2,S+—255—‘-’f—§-—:5,49t

2,45

Ry=2-25— =451 t
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La legge di variazione del taglio sara allora:

T.= 549 —2x
e si annullerd per:
549 —2x =0
x = —5—’24——9— = 2,74 (punto in cui & massimo il M)

La legge di variazione del M; é:

2 x

M, =-—245+4 549x —

e per x = 2,74 si ha:
Mmux = “""2,45 + 15"‘"‘7,5 = S tm

Esercizioc 8

Risolvere il sistema in figura sollecitato da un carico ripartito p
con l'equazione dei 4 momenti.

my m£ ')mz
1

: /m3 2
F + 1 1
1 3

- L’equazione dei 4 momenti permette di determinare i momenti
incogniti agli estremi delle aste del sistema. Indicati i momenti inco-
gniti come in figura si possono scrivere 3 equazioni dei 4 momenti per
trovare i 3 momenti incogniti.

(1) 11 modulo di elasticita E ¢ stato espresso naturalmente nella (B)
int/m* E=21-10°-10"°-10~" = 2,1 - 10’ e lo stesso si ¢ fatto per I.
espresso in w', ,
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Indicati i momenti incogniti come in figura si avra allora:
1* equazione: Tra il terreno e l'asta (1). Ricordando che il terreno ha
rigiditad infinita (EJ = o) si ha:

Ly

EJ

= 0 e quindi si ha:

I 3 .
—3—E—I—w1 + LN dove 3 & l'abbassamento in E.

w @my + ) = /
1]

2* equazione: Tra lasta (1) e l'asta (2):

2 ]
w; (M + 2m) + w; 2y + ms) = wy (3 —BL{ —-'é—‘)
12 15
3* equazione: Tra l'asta (2) e l'asta (3):
Spls 6%

wz (1 + 2m15) + wy 2my) = w;
12 I

Si hanno 3 equazioni in 4 incognite: la quarta incognita & infatti
I'abbassamento 8. Si pud pero scrivere una quarta equazione di equi-
librio alle forze verticali:

pli+ Q4+ phi=R.+ R

ed esprimendo le reazioni R, e R, in funzione dei momenti si ha:

pli il +Pla _m

L +Q+ pl=
P i 1, 2 13

Esercizio 9

Determinare le reazioni vincolari della struttura iperstatica in
figura utilizzando il teorema di Betti (1).

METODOLOGIA

1) Riconoscere il grado di iperstaticitd del sistema.

2) Trasformare il sisterna da iperstatico in isostatico (tr(_)vare il
sistema ridotto), attraverso opportune degradazioni dei vincoli.

3) Mettere le relative incognite iperstatiche al posto dei vincoli
degradati.

(1) V. Belluzzi, Scienza delle costruzioni, vol. 1, pag. 620.
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Nell'esempio in esame la strut-
tura & due volte iperstatica. Si pud
ridurla in isostatica in diversi mo-
di, ad esempio declassando il vin-
colo di incastro in cerniera e la cer-
niera B in carrello. Le incognite iper-
statiche da porre sono il momento
d'incastro in A e la reazione orizzon-
tale in B. Il verso & qualsiasi: se
non & quello giusto la soluzione ver-
ra negativa e il verso dovra essere
cambiato. Le forze esterne sono ora
P, m, x. Per trovare le incognite m
ed x bisogna calcolare lo spostamen-
to del punto B e la rotazione della
sezione in A (che sono funzione di
tutte le forze esterne P, m, x) e im-
porre la condizione che spostamen-
to in C e rotazione in A siano nulli.
Infatti, attribuendo ad m ed x va-
lori qualunque si avra un certo spo-
stamento %, e una certa rotazione
Y., mentre dando l'effettivo valore
della reazione 3, e vy, sono nulli.

Queste condizioni forniscono le
equazioni di congruenza o compati-
bilita.

A,
Oy (P,m, x) = 0
Ty
Yo (P, m, x) =0

Bisogna dunque per prima cosa
trovare l'espressione degli sposta-
menti in funzione di P, m ed x. Col
teorema di Betti si ha:

~
Ya = fMM’ dw -+ ENN'C =0
2 1)
By = fMM"” dw + ENN", = 0

dove i lavori compiuti dallo sforzo
normale N si possono trascurare. M
¢ il momento dovuto alle forze ester-
ne, M’ alla coppia unitaria in A e M”
alla forza unitaria in B. M & dunque
la somma del momento dovuto a P,
di quello dovuto ad m e ad x. Ma
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M’

M"

il momento dovuto ad x sara x volte maggiore del momente dovuto alla
forza unitaria applicata in B:

M. = + xM"”

Il segno dipende dal verso della forza unitaria concorde con x.
Cosi pure si avra:
My = + mM’

Chiamando ora M, il momento dovuto alle forze date {in questo
caso la sola P) la relazione 1) si puo esplicitare nella seguente, pill co-
moda, forma:

~

Yo = f (Mo—mM + xM"YM dw =0

— 2)
By o= [ (Mo —mM 4+ xM") M"dw =0

dove il segno negativo della quantita mM’ dovuto alla diversita delle
direzioni della coppia unitaria e dell'incognita m. Costruiti i diagrammi
relativi a M,, M’ e M” e trovata la legge di variazione dei momenti, sosti-
tuendo nella 2) si ottiene un sistema nelle sole incognite m ed x. I dia-
grammi di M., M’ e M” sono riportati in figura.

Naturalmente non & questo il solo modo di procedere. Si poteva
ottenere ad esempio il sistema ridotto introducendo una sconnessione
di primo tipo (cerniera al posto del vincolo di continuitd) in C, e un
carrello in B. In tal caso bisogna fare attenzione a non far coincidere
la direzione della reazione del carrello con la congiungente BC, altri-
menti il tratto BC risulterebbe labile per carichi orizzontali. Scelto il
sistema equivalente in figura, le incognite iperstatiche saranno Y, e il
momento di continuita in C m.. Il metodo da seguire & lo stesso del
caso precedente: spostamento in B e rotazione relative in C debbono
essere nulli. Si intende per rotazione relativa la differenza tra le rota-
zioni di due parti. In fig. b) ad esempio le due aste sono vincolate a

cerniera e quindi possono ruotare

M formando tra di loro angoli non co-

/: stanti. Rispetto alla posizione ini-

\(; ziale esse hanno compiuto due ro-

tazioni ¢, e @; di segno contrario. La
rotazione € in questo caso:

Vi
@r + @2 e quindi Yy C'C” = 0

L In fig. ¢) invece non c¢'¢ cerniera ma
no mantenere costante l'angolo tra
& luta 8 (fig. ¢). Poiché nella struttura

‘Yb vincolo di continuita. Le due aste
loro compreso e non possono quin-
in esame abbiamo interrotto la con-

B <kq ed & quindi una rotazione relativa.
- A
¢ T percid, pur potendo ruotare, debbo-
.y jaN
C E\_,
5 di che compiere una rotazione asso-
2
b) °) ; o
o tinuitd in C bisognera imporre la
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condizione che, a causa dei momenti m., non siano possibili rotazioni
relative. Le equazioni di congruenza sono allora:

\Lab(Pl Yb)mf—') :O
7N
vCC' (P, Yy, m) =0

e, applicando il teorema di Betti:

U= MM do = —— [, (M, + YoM + mM"™) M ds = 0

EJ
N 1
YC'C” = [ MM” dw = 5 Ss (Mo + YoM + mM™) M”ds = 0

dove M, ¢ il momento dovuto a P, M’ alla forza unitaria in B nello
stesso senso dello spostamento e M” & il momento dovuto alle coppie
unitarie poste in C nello stesso senso delle rotazioni relative. I dia-
grammi di M,, M" e M” sono quelli in figura.

Esercizio 10

Trovare le incognite iperstatiche
della struttura in fgura.

Il sistema & una sola volta iper-
statico e pud essere reso isostatico
degradando !l'incastro in 4 in cer-
niera e introducendo un momento
incognito m.

F

)

CONGRUENZA

La sezione all'incastro in A4, svin-
colata mediante una cerniera nel
sistema ridotto, & libera di ruotare.
Il momento m deve allora essere ta-
le da impedire le rotazioni della se- N
zione in A e cioé: L

sistema ridotto

mn
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~ L
Yo (F, m,) = 0 \(
~y

Yo = [ MM dw = 0
dove M & il momento dovuto alle

forze esterne m e F ed M’ & il mo- M, e
mento dovuot alla coppia unitaria
applicata in A nello stesso verso del- a
™y Xa
la rotazione vy.. e
Si pud esplicitare M come mo- Ya *Yb

mento dovuto alla forza data F (che
si indica con M,) e all'incognita iper-
statica m. Tenendo presente che il .
momento dovuto ad m & m volte pii )
grande di quello della coppia unita-

k R . u
ria M’, si pud scrivere:
M= M, + mM el
Ty 7 f'
Yo = fs (MM + m.M’) dw Paw Py
Rimangono ora da disegnare i Ty f Ty

diagrammi di M, ed M’, che hanno
I'andamento in figura. 1l tratto DEC, essendo per M, caricata sul no-
do E e per M’ scarica, non ha momento flettente.

Esercizio 11

Calcolare lo spostamento verticale del punto C della mensola in
figura per effetto della coppia m e della forza F.

Applichiamo, come sistema di forze ausiliario F’ una forza unitaria
in C. Per il teorema di Betti il lavoro di trascinamento F’ - 1 8. compiuto
dalla forza unitaria é:

118 = L MM dw (1) . B C

dome M & il momento dovuto alle

forze date mentre M’ & il momento

dovuto alla forza unitaria. m \_)
Costruiti percio i diagrammi M

ed M’, si trova la legge di varia-

zione nei vari tratti e si sostituisce A

nella quantita sotto il segno di in-

tegrale. L'integrazione va estesa (per

tratti successivi quando la legge del F I

momento non € esprimibile con una
funzione unica) a tutta la struttu-
ra s.

(1) V. BELLUZZI, pag. 620 e seg.
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Ricordando che:
doo = 95
EJ
M
I'integrale sara: N
g 1
Be = — [, MM’ ds
EJ
essendo b{—Jcostante su ogni tratto //]
di struttura. M

Esercizio 12

Determinare nella struttura in figura lo spostamento del punto C
per effetto delle forze F, e F, La struttura & a sezione costante
—
(EJ = cost.). Bisogna calcolare 8. (F,, F)).

Applicando il teorema di Betti
e trascurando il lavoro di trascina-
I mento dovuto al taglio si ha:

—

1-%3 = fi MM’ dw

-

dove 1-8%. in termini fisici, non &
uno spostamento ma il lavoro com-
piuto dalla forza unitaria applicata
in ¢ per lo spostamento 3. del punto
C a causa delle forze date F, e F..
E' cioe il lavoro di trascinamento
compiuto dalla forza F’ = 1.

I'EC:LI

sfruttando tuttavia questa relazione
si ricava 8. M & il diagramma dei
momenti delle forze date mentre M’
¢ quello dovuto al sistema ausiliario
di forze F’ = 1 costituito da una for-

(1) V. BELLUZZI, pag. 620 e seg.
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za unitaria applicata in ¢. Essendo EJ costante lintegrazione di-
venta:

—

5c = _1_ fsMMl ds
EJ

Esercizio 13

a

Determinare lo sforzo nelle aste della struttura in figura.

Determinate le reazioni vincolari R, ed R,, si potrebbe costruire

il Cremoniano degli sforzi se non ci fosse un'asta sovrabbondante (CD)
che rende il sistema iperstatico. Per risolvere il sistema si deve quindi
determinare lo sforzo nell’asta CD. Si determinano allora, col metodo
dei nodi, gli sforzi nelle aste AE, AC, FB, DB, come in figura e si prende
in esame la maglia iperstatica CEDF con i relativi sforzi trasmessi nei
nodi CEDF (fig. b), e si applicano i metodi di risoluzione dei sistemi
iperstatici. Reso il sistema isostatico operando un taglio in CD (fig. c),
si introducono le incoguite iperstatiche. In questo caso si tratta di due
reazioni z uguali e contrarie. L'equazione di congruenza deve allora
esprimere il fatto che gli spostamenti relativi nel punto K dove si &
effettuato il taglio, devono essere nulli:

ey

SKK'(F,Z) =0

Applicando il teorema di Betti (si hanno solo sforzi normali essen-
do la sollecitazione nodale):
G 3
8KK = 2NN’ =0

ed essendo N = N, + ZN’ si ha pure
>
KK = ZNN':+ ZZN?% =0

e portando l'incognita Z fuori del se-
gno di sommatoria:

ENON’C‘{"ZZN’ZCZO

da cui:

___Z NN’
I N2,

Z= (1

Il termine N, indica lo sforzo
normale nelle aste dovuto alle sol-
lecitazioni date, N’ lo sforzo nelle
aste dovuto alla sollecitazione uni-
taria (fig. 3) e ¢ la costante dell’asta:

1
EA
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per cui i termini della (1) possono avere la forma:

SNN, =N s
EA

Z N, = EN'Z———AI =uN ¥

’

, ) e .
essendo & = lo spostamento dovuto alla forza unitaria, il che in-

dica che si tratta di un rapporto tra lavori (di trascinamento l'uno,
diretto dall’altro).

Ottenuto ora il valore della sollecitazione nell’asta sovrabbondante,
il problema si risolve con i metodi abituali della statica grafica.

Il metodo pud essere usato per determinare lo sforzo in un nu-
mero qualsiasi di aste sovrabbondanti potendosi scrivere per ogni
sforzo incognito una equazione del tipo della (1).

Esercizio 14 \ L j

Risolvere il sistema in fig. 1).

Svincolato il sistema come in
fig. 2) si pud scrivere l'unica equa-

B
zione di congruenza:
- A figel A
8. (P, X,) =0
JsMM dw =0
M=M+ XM
I'equazione che risolve il sistema &
quindi: X,
s el
fs (MM + X.M?) dw =0 - fige2
I diagrammi di My e M’ sono ri-
\MO%

portati in figura.
. \
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Esercizio 15

Risolvere il sistema in fig. 3).
Il sistema & 2 volte iperstatico e pud essere reso isostatico come
in fig. 4). Le due equazioni di congruenza saranno allora:

—

8, (P, Xo, v1p) = 0 ’
~

Yb (P,- Xu; mb) =0
e applicando il teorema di Betti:
JsMM' do =0 A A
My

fs MM" dw = 0

dove M, momento dovuto alle for-
ze esterne (note e incognite), vale:
M = M!) "\L XaMI + mbM” X
a
I diagrammi di M,, M" e M” so- —ﬁ

fig.h

no riportati in figura.

M, & il momento dovuto ai cari-
chi noti (P), mentre M’ & dovuto alla
forza unitaria applicata in A e M”
alla coppia unitaria applicata in B.

i
M?
1
e
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Esercizio 16

Risolvere il sistema in fig. 1).

Il sistema & isostatico per vin-
coli esterni (incernierato e appog-
giato), ma essendo un sistema chiu-
so, ¢ tre volte iperstatico per vin-
coli interni. Il sistema principale
puo essere ottenuto interrompendo
la continuita nel punto ¢ distante 1/2
da A e B. Le equazioni di congruen-
za, una volta introdotte le incognite
iperstatiche Y., X. e M., dovranno
esprimere le condizioni che sposta-
menti relativi (orizzontali e vertica-
li) e rotazioni relative, siano nulle
in C.

Essendo perd la struttura sim-
metrica rispetto a C, in tale punto
il taglio & nullo, ‘cio si ha la con-
dizione:

Y.=0

sicché le incognite iperstatiche si
riducono alle sole X, ed M..
Le equazioni di congruenza sa-
ranno percio:
-

8 (P, M, X2) = [y MM’ dw = 0
(spostam. orizzont. relativi nulli}
~ N

Ye (P; Mc, Xc) = f_; MM” d(JJ =0
(rotazioni relative nulle)

ed essendo
M=M+ XM + MM"
si ha:
——>

5, =
= J(MoM' + XM”+ MM'M") du=0
~

Y =
=[AMM” + X MM + MM dw = 0

che sono le equazioni che danno le
incognite iperstatiche. I diagrammi
di M’ (dovuto alle forze unitarie ap-
plicate in C) e di M” (dovuto alle
coppie unitarie applicate in C) e di
M, (dovuto al carico p) sono ripor-
tati in figura.
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figael

fige2

Ml

J

MH

Esercizio 17

Trovare le incognite iperstatiche del si-
stema in figura.

Il sistema & una volta iperstatico per
vincoli esterni e una per vincoli interni. Pud
essere reso isostatico sostituendo una cer-
niera in B e togliendo l'asta CD. In B biso-
gnera introdurre una coppia di braccio nul-
lo z, che sostituisca le azioni mutue che l'asta
CD e il resto della struttura si trasmettono.
Tali forze z, uguali e contrarie, si applicano
poi sull’asta CD isolata, con segno opposto,
e rappresentano le azioni che la struttura
trasmette sull’asta.

CONGRUENZA

Gli spostamenti relativi di € e D deb-
bono essere congruenti con la deformazion-
ne dell’asta. Se cioé l'asta si accorcia, C e D
si avvicineranno di una lunghezza pari allo
accorciamento dell’asta. La struttura poi non
deve ruotare in B. Le due equazioni sono
allora:

N

N 2l
5CD(p,m, z) = — A (1)
~

vAlp,m,z) =0

(1) Questa uguaglianza esprime il fatto
che l'avvicinamento di C a D sulla struttura
(dovuto a z, p ed m) é uguale all’accorcia-
mento sull'asta dovuto alla sola forza z, e

cioe:
N N
N N
8CD (p,m,z) = 8§CD (2)

Secondo la posizione delle forze in figura

Uaccorciamento 8CD (z) & negativo e vale
—zl/ EA.

p t/m

|

C
i

A

;x\
X

k
sistema

ridotto

[
[

My
o [0)
~
\
a \
Ml
o) ]
/,//’/////j\\
\
[e:
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e applicando il teorema di Betti-

N
5 \_ P z/
CD = [{ MM dw = — 2
EA

~

YA= [ MM"dw =0

dolxlfe M" & il momento dovuto alle forze unitarie applicate in C e p
nello stesso senso cji;llo spostamento relativo § CD, e M” & dovuto alla
€Oppla unitaria in B. M, dovuto a tutte le forz i ¢ i
Soppia_u ¢ esterne, si pud espli-

M =M, + M + mM"”

L'andamento dei relativi dia i & ri
. grammi ¢& riportato nelle i
pagina precedente). P fgure (vedi

Esercizio 18

Reazioni vincelari del portale Iperstatico in figura.
1 portale & chiaramente due volte iperstatico e la sua soluzione
pPuo essere impostata in uno dei modi seguenti:
_1) trasformando la struttura in un arco a 3 cerniere e introdu-
cendo i momenti d’incastro incogni-
t1 ma e my. Le equazioni di congruen- ‘P
za sono in tal caso:

™ ’ °
v AP, ma mp) =0 ¥
~ E *
g yF(P,ma,mf) =0
(v. schema in fig. 1) A F @

2) togliendo la cerniera in E
e lasciando staccate le due mensole b b
ABDE e FE (vedi fig. 2). Poiché E
ed E’ debbono avere gli stessi spo-
stamenti orizzontali e verticali, le
equazioni si possono scrivere:

—9

—

__)
S E (Pxy) = S E” (xy)
-
8 E' (Pxy) = § E” (xy)
Tali equazioni, scritte tenendo "a
presente l'uguaglianza degli sposta-

)

figel
y
X

menti assoluti, si possono scrivere
anche come uguaglianza a zero degli
spostamenti relativi tra E ed E’:

HA

T

“——>
SE'E”(P,x,y) =0

I SE'E"(P,x,9) =0
fige2

===
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3) introducendo una cerniera &?\ Joe
in B e in D (hg. 3). ;“1 m;

Lo schema diventa quello di un
arco a 3 cerniere (BDE) impostato
su due mensole (AB ed EF). Le equa- fige3
zioni di congruenza debbono allora
esprimere il fatto che non ci sono 77

rotazioni relative tra le sezioni B B
e B'e De D, cioe:
VS
Y BB’ (m,, ¥y, P) =0
e

v DD (my, m;, P) =0 posizione errata del
carrello {(sistema la figoha

bile

4) sostituendo l'incastro in F
con un carrello.

In questo caso bisogna fare at-
tenzione che la direzione della rea-
zione del carrello non coincida con
quella del pendolo EF. In tal caso
infatti il sistema sarebbe labile (fig.
4a). Una posizione corretta del car-
rello & quella in fig. 4b. Le incognite
iperstatiche sono allora yed me le  »
equazioni di congruenza sono:

{TBF(P,y,m):O
~
YyF(P,y,m) =0

%——-o——

poxizione corretta figehb
del carrello (si-
stema isostatico)

-
J——

5) degradando a cerniera l'in-
castro in A e a carrello la cerniera
in E e introducendo in 4 il momento
incognito m e in E le azioni mutue m
orizzontali x che le due parti di fig.5
struttura ABE ed EF si trasmettono.
Le equazioni di congruenza espri-
meranno ora il fatto che sono nul-
le le rotazioni in A e gli spostamenti

£ >

relativi § E'E” in E.

'
H ety
jol g 1

o Pb/2

YA(p,mx) =0

> "

SEE"(p,m,x) =0 o
La seconda equazione poteva essere scritta anche tenmendo pre-

sente che, perché gli spostamenti del punto E siano congruenti, lo spo-

stamento di E’ del carrello deve essere uguale (in valore e dire-

zione) allo spostamento di E” della base di appoggio (il che & una
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forma diversa per dire che gli spo-

stamenti relativi in E sono nulli) 1\

e cioe:
“«— -
3E’ (p,m, x) = SE” (x) M
Si noti che mentre lo sposta-

mento di E” & dovuto al carico P, al
momento incognito m e alla forza in-

cognita x, lo spostamento di E” & et
dovuto solo a x. 7/ 2a By
Sviluppiamo ora (tra i vari mo- 7

di di soluzione impostati) l'ultimo,
applicando il teorema di Betti:

¥
YA(p, m x) = [(MM'dw = 0 )
SEE" (p,m, x) = [(MM"dw = 0
dove si ha:
M(p, m, x) = M, = m; (M’) = x(M")
(B)
ed essendp come al solito M, il momento dovuto alla forza nota P, M’
alla coppia unitaria in 4 e M” alle forze unitarie in E. L'indetermina-
tezza del segno di M’ e M” nell'uguaglianza (B) dipende dal verso (con-
corde o discorde con quello di m e x) della coppia e delle forze unita-
rie. Assumiamo versi concordi in modo che si abbia, sostituendo la (B)
(ora senza indeterminazione nei segni) nella prima delle (A):

~
YA = MMdw= {(M, + mM + xM™y dw
ed essendo la sezione costante in tutta la struttura (cioe EJ costante):

~
’ d 1 ’
YA = [ MM —Ei;— = o7 UMMdx + m [ M3dx + x [, M M dx) = 0

¢ naturalmente, essendo l'uguaglianza a zero, El— va tolto.
J

JsMM dx = A
JsM?dx =B ©

Si ponga ora per comodita l_
T M'M” dx = C

~
per cui la prima equazione delle (A) diventa YA=A+mB +xC =0
Con ragionamento analogo si sviluppa la seconda delle (a):
“——
BE'E" = [, (Mo + mM’ + xM’) M"dx = 0
Ss MM"dx + m f, M'M"dx + x [, M"dx = 0
e ponendo:
S MM"dx = D; JsM"dx = E )
e

si ottiene 8E'E” =D + mC + xE =0
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e quindi le due equazioni in due incognite risultano ora:
A+mB+xC=0 D4+ mC+ xE =0

Si tratta ora di trovare il valore dei termini noti A, B, C, D, E, dati
dagli integrali (C) e (D). Tali integrali vanno estesi a tutta la struttura,
e non essendo esprimibili la legge di variazione del momento flettente
su tutta la struttura con una funzione unica, gli integrali si risolve-
ranno come somma di integrazioni parziali, come nelle tabelle se-
guenti, che possono essere compilate una volta trovato 'andamento
dei diagrammi dei momenti M,, M’, M” come in figura. Calcoliamo ad
esempio il valore di 4 (1):

LEGGE DI VARIAZIONE DEI MOMENTI

tratto x M, M; M, M’
Px x P x

B—C <x<b == —l == X
© 2 26 |2 7% 2

p x—b P x—b
— < x < — (b —x Z(b—x

In base alla tabella lintegrale [, M,M'dx = A esteso a tutta la
struttura va scritto come somma di integrazioni parziali nei tratti
BC e CD. Negli altri tratti il prodotto M,M’ & nullo.

c d
A= [fMMdx = [ MMdx + §f M,M'dx
s b ¢

b 2 b 2
A-_—f(Px _E’E)dx—{—f (gx——-——gﬁ——-l—)—{—)dxedessendob::i
o \ 4p 2 o \ 2 4 4
3 3
A:[Pr’__P_le__Px’] _ _P_b_ x] :_3Pb A:_ip
12b 4 125 4 4

Si ricava ora B = [M"”dx, che pud essere espresso mediante fun-
zione negli intervalli AB e BD e quindi l'integrazione sari:

b d
B = M?"dx = [ M%dx + [ M™dx
s a b

con uguale procedimento poi si ricavano C, D ed E, i cui valori, sosti-
tuiti nella (D) danno le equazioni risolutive in m ed x.

(1) Si ricordi che i momenti positivi vengono disegnati nella parte
inferiore (fibre tese) delle parti orizzontali di struttura e quindi in
questi casi bisogna cambiare di segno alla funzione ricavata dal dia-
gramma. Ad esempio nel caso della legge di variazione di M, nel tratto
BC, assunro come asse delle ascisse la retta per BD e come origine il
punto B, la funzione della retta uscente da B e delimitante il diagramma

) P . TR
in BC sarebbe — Y x, ma essendo tali momento positivi sard —z—x.
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Esercizio 19

Trovare gli sforzi nelle aste C¢’
e BB’ de] sistema in figura a).

Svincolato il sistema (due volte
iperstatico per vincoli interni) come
in figura b) si possono scrivere le
equazioni di congruenza:

\'\
BB’ (P, 2, 2,) = — 22l
EA
\\
5CC (P, 2y 2) = — 2l
EA

e applicando il teorema di Betti:
SMM dey = — 2oL
“EA
Zc N ZZ
EA

dove M’ & il momento dovuto alle
forze unitarie applicate in B e B’
nel verso di Z, ¢ M” dovuto alle for-

ze unitarie applicate in C nel verso
di Z.
Esplicitando M si avra poi:

M=M,+ Z,M + Z.M"

da cui:

ISMDM, + Z[;M’z + ZCM’M” = gb_‘_l{

MM do = —

EA
fsMaM” + ZbM’M” + ZCMHZ zé_ﬁ
EA
o}
q
Ml
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fige a
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Y
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J_ fige b
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Esercizio 20

P t/m

L ]

fig.a

Yo X

Risolvere il sistema 4 volte iper-

statico in figura a):

Ty

v A

(P X6, Xe,MoMy) = S MM’ dw=0

e‘. a

8B
(P;Xb;Xc,Ma,Mb):fsMM” d(.l.)——'o
™

v B
(P;Xb;Xc;Ma,Mb) = MM do=0

P e
Nolad
(Ple)XCIMﬂIMb) :."SMMIV d()):—"
X
EA

e
XC XC
— s
ma oy M
RN

Esercizio 21

figeb
L
A ‘.:)B
%
1 )
i
o b
o] Ty
|

Bl

Risolvere il sistema 1 volta iperstati-
ce in figura b).

Tolta I'asta BC e introdotta 'incogni-
ta ¥, si puo scrivere 'equaz. di congruenza

Ich (@, vy = Lo

oppure (poiché C non si sposta):

VBB (P, v, = L2k

e applicando Betti:

f MM dw = Y22 R

dove la quantitd al primo membro rap-
presenta l'abbassamento massimo |5, di
una mensola caricata con carico unifor-
me p e concentrato Y. Si ha quindi (facen-
do a meno di sviluppare lintegrale al
primo membro):

pr Y. _ EA
8E]  3E] Y.k
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Esercizio 22

Si domanda che valore deve ave-
re la forza F perché il punto B della
struttura in figura si abbassi di 2 cm.

Contrariamente al solito questa
volta l'incognita & il carico mentre
I'abbassamento & noto.

Tuttavia il metodo da usare e
lo stesso: l'abbassamento | 5, (teo-
rema di Betti) & dato dalla formula:

18 (F) = [MM'dw

ed essendo |8, (F) un dato del pro-
blema potremo anche scrivere:

JsMM'dw = 2 cm

M = M, & il momento dovuto ad F,
mentre M’ & dovuto alla forza unita-
ria applicata in B nella direzione del-
lo spostamento. Tracciati i diagram-
mi dei momenti M e M’ (fig. 2 e 3),
l'unica incognita che compare & F:
si arriva cioé a un'equazione in una
sola incognita che da la soluzione
del problema.

140

- S
e
Wwo g = qf

Ry

reazioni dovute a F

. e

D

Esercizio 23

Data la struttura in figura caricata in C con una forza di 20 ton-

nellate si richiede:

a) dimensionare le sezioni delle aste BC (tirante) e AC (puntone);
b) calcolare l'abbassamento del punto C.

a) Risolvendo graficamente il si-
stema (fig. 2) si trova che lo sforzo
di trazione in BC & pari a 20V 2 tonn.
e quello di compressione in AC &
20 tonn.

Il dimensionamento della sezio-
ne di BC va fatto riferendosi alla no-
ta formula ¢ = N/A4 da cui, facen-
do lavorare l'acciaio alla massima
tensione ammissibile (o,):

S (o) 20V2 ¢t
A(bc) - =

o 1400 kg/cm?
Appey = 28.200 = 20 cm?®

1.400

Basta allora che il tirante BC ab-
bia una area di 20 cm?, il che pud es-
sere ottenuto con infinite combina-
zioni di profilati (ad esempio usando
2 profilati ad L a lati disuguali
50 X 75 X 9, ciascuno con un’area
pari a 10,5 cm?. Si noti che, non in-
tervenendo nella formula del dimen-
sionamento altri elementi relativi al
profilato, oltre I'area, la forma della
sezione sard dettata unicamente da
ragioni costruttive, contrariamente a
quanto avviene per i puntoni, dove
la forma della sezione & derivata da

e

+
B

Lm

a8

S(AC) = 20t

criteri di stabilita. Nel dimensionare AC ci preoccuperemo infatti di
utilizzare un profilato che resista bene al carico dj punta (1), che cioé
presenti resistenza allo sbandamento uguale (o quasi) in tutte le dire-
zioni. L'ideale sarebbe una sezione circolare (ellisse centrale d'inerzia
circolare), ma le ragioni che ne sconsigliano I'impiego in casi come
questo sono di ordine costruttivo (difficolta del collegamento con BC).
Si possono allora usare profilati Differdange i quali hanno la caratte-
ristica di avere un giratore minimo di valore non molto dissimile da
quello massimo. La formula da usare stavolta deve tenere presente
che l'asta puo cedere per collasso della sezione o per sbandamento sul

(1) V. O. BeLLuzz1, Scienza delle Costruzioni, vol. 1, pag. 474 e seg.
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piano di minore resistenza della sezione (dove cioe il giratore & mj
i~

nimo). La formula di verifica &

N
—A&)- < 0, (metodo w)

oppure l'equivalente:

“""So'a

Ac

I . - ° . 2 s
d - -
i un m
ove w € tel me COI‘I‘ettIVO magglore dl uno (Cloe fa aumen

tare il carico reale N) dipendente dall ! iri
che per snellezza sj inten%e il rappgrt?):s ellezza & dellasta. i ricorda

x — Prmin

L

tra la lunghezza libera di inflessione 7, e il giratore minimo @,.,. Essa
.

all ra sara tanto ma 10re q meno 1 asta € 1n gra O
0] O uanto ¢
gg g d d] I‘ESIStere aHO

E’ chiaro allora che (od @) & noto quando & noto il profilato da

usare, il che signifi N _
gnifica che la formula 4= % questa volta (a differenza

1 I l ll . \ .
’
€l caso ella tr aZXOIle) non Puo essere usata aIlClle come fOrI’l‘luIa dl

Bisogna allora procedere ivi i
i er tentativi. P i
tentativo, una snellezza mediapk = 100: oniamo dapprima, come

L
min

400

min

A=

= 100

=100 da cui pimw = 4 cm.

Cerchiamo su un manuale un profilato Differdange che abbia

Pmin = 4 (sul Manuale dell’; i i i ]
Prin = 4 ell'ingegnere troviamo, invece di Pmin, i,) e ciod

I 0ossiamo Ieg S q p
1Str are uesti dat] €1 COIIlOd] ta o una tal)e Ia come
’ » I m

pmin
IP @G,) )y A @ o
16 4 100 58,4 0,42 820
14 35 115 44,1 0,32 1400
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Sempre dal manuale sappiamo che l'area & di 184 cm? e che
o = 0,42 (per A = 100). Possiamo allora ricavare:
o= N = 20000 ; o = 820 kg/cm?
Aa 58,4 - 0,42

La tensione risulta accettabile senz’altro, ma troppo bassa rispetto
alla massima alla quale il materiale potrebbe lavorare (¢, = 1400 kg/cm?).
Proviamo allora ad usare un profilato piit piccolo (IP 14), avente
A =441 cm® e Pmin = 3,5 cm. Troviamo allora che la snellezza &:

A= 400 = 115 da cui (dal manuale) a = 0,32
e quindi:
s N _ 20000 0

Aa 44,1 - 0,32

Allora tale profilato va sicuramente bene in quanto & il minimo
usabile per rimanere in condizioni di sicurezza.

b) Si puo calcolare I'abbassamento di C con Betti:

U3 = ZNWN'Cy
‘Léc =N (ac) N’ (ac) ° C (acy + N (be) N’ (be) * c (be)

dove N e lo sforzo normale dovuto a F, N’ lo sforzo dovuto alla forza
unitaria applicata in C nella direzione dello spostamento, e C & la co-
stante elastica dell’asta I/EA.

Avremo allora:

N () = 20.000 kg N (o) = 28.200

N =1 N’y =1 yi_; =07
400 570

Cla) = ——"— C (pe) = —-—

2.000.000 - 44 2.000.000 - 20

e sostituendo nell’espressione che da gli abbassamenti:
8 = 0,37 cm

Allo stesso risultato si pu¢ giungere considerando che il lavoro
esterno compiuto dalla forza F deve essere uguale alla somma dei la-

vori interni.

L F-l5 = L Ny Ly N? (ve)* 1 o)
2 2 EA(ab) EA (be)

(Si noti che questa uguaglianza si pud applicare per trovare lo
spostamento solo quando direzione della forza esterna e direzione dello
spostamento cercato coincidono).
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Esercizio 24

Calcolare, usando il teorema di Castigliano, l'abbassamento dello
estremo B di una mensola caricata con una forza F come in figura.

Il teorema di Castigliano (1) af-
ferma che la derivata parziale del la-
voro di un sistema rispetto a una kg
forza, ¢ uguale allo spostamento del 1
punto di applicazione della forza
nella direzione della forza stessa.

Per calcolare 'abbassamento di
B calcoleremo allora il lavoro com-
piuto dal sistema e lo deriveremo
rispetto alla forza F.

B

>
Ak..[é’(d

L
1

18, = iL_ M =~Fz

dF

1T

Lo spostamento da calcolare &
infatti proprio quello del punto di
applicazione di F e nella direzione di F. Il lavoro compiuto dal sistema
(dovuto esclusivamente alla sollecitazione di momento flettente, poi-
ché si trascura il contributo dovuto a taglio) & (2):

1 1Mz
L=~ 1"
L'espressione del momento M é:
M= —Fz
da cui possiamo scrivere:
1 IFZZZ
L=— d
2 lEr &
1 2,3 Y1
L=— [£2 ]
2 |3EJ ],
Fp
" 6EJ
Per trovare l'abbassamento deriviamo rispetto ad F:
dL Fi

— = che & lo spostamento cercato
dF 3EJ

Tale spostamento era stato gia calcolato precedentemente ,pag. 82)
utilizzando la teoria della linea elastica.

(1) V. O. BeLLuzz1, Scienza delle Costruzioni, Vol. I, pag. 642,
(2) V. O. BELLUzZzZ1, Scienza delle Costruzioni, Vol. 1, pag. 180.
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Utilizzando invece il teorema di Betti avremmo potuto scrivere:
4
18s (F) = fMM’dw

in cui M ¢ il momento flettente dovuto a tutte le forze esterne (in
questo caso la forza nota F) e M’ il momento dovuto alla forza unita-
ria applicata in B nella direzione di F. .

Si ha quindi:
M =—Fz
M=—1-z

{
U8 (F) = [ FZdw
ed essendo dw = dz

[ g
8u(F) = [ ——d
185(F) afE] z

FP
oy (F) = —
165 (F) 35T

che conferma i risultati trovati.

Esercizio 25

Calcolare I'abbassamento del punto C della struttura in figura
usando il teorema di Castigliano, sapendo che I'angolo « & di 60°, e che
le aste hanno uguale sezione e uguale modulo di elasticita E.

Dall'equazione di equilibrio delle componenti verticali delle forze
sappiamo che:

SY =0
e cioe (essendo per simmetria Ry
RA = RB): R
N B
F=2Rs cosa A B/'
o
1 %
ed essendo cosa = — 1
2 ¥ l F
R
RA = F = RB A
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Ricordando che in un’asta sollecitata a solo sforzo assiale N il
lavoro vale:
1 NI F1
=—2- I (1) avremo L = EA
per cui lo spostamento verticale del punto C (che ¢ nella direzione della
forza F) sara:

Fl

dL
5. (F) = = =2 L
I8 (F) IF 18 (F) 2EA

Utilizzando il teorema di Betti avremmo potuto scrivere:
8. (F) = ZINN’c

dove ¢ = I/EA:
S (F)=F-l-c+F-l-¢
F1
8:(F) = 2——
8¢ (F) =

Esercizio 26

Usando il teorema di Castigliano determinare l'avvicinamento dei
punti A e D della struttura in figura, supponendo che le caratteristiche
geometriche della sezione e il modulo di elasticityd siano costanti in
ogni suo punto.

Dal teorema di Castigliano si de- m 1
duce che: g

>

7 dF

Y sap () = 9L Fl
A

L'espressione del lavoro (dovu-
to essenzialmente al momento flet-
tente poiché si trascura il contributo
dato dallo sforzo assiale) risulta:

M?ds
EJ

1
L=—
2

o Sy

D C
ed essendo M = — Fx nel tratto AB, I 714
F

M = Fl pel tratto BC, e M = Fx nel
tratto DC, si pud scrivere:

18 Fig? 18 Fl | ¢ Py
L=l rds+ 51 5rd+ 5 5o

(1) V. O. BeLLuzzl, Scienza delle Costruzioni, vol. 1, pag. 137.
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da cui, integrando:
FP L
=— 4
3EJ 2EJ

e derivando rispetto alla forza F:

dL _ SFP
dF ~ 3EJ
che & il valore della deformazione
cercata.
Usando il teorema di Betti

avremmo invece scritto:

*sgn (F) = [ MM'd

dove M ¢ il momento dovuto alle for-
ze esterne e M’ dovuto alle forze
unitarie applicate in A e D nella di-
rezione e nel verso di F (v. figura).

La quantitah MM’ vale:
in AB MM’ = Fx?
in BC MM’ = FF’
in DC MM' = Fx*

per cui l'espressione degli sposta-
menti risulta:

{ 2 l

F Fi?
%m(m:zof E’; ds+ [ o dy

%SAD (F) =

e quindi:

Y8a0 (F) =
Xba ()

2Fp
3EJ

SFP
3EJ

~Hx
M Fl
Fx
~ 1 x \‘1
t1
M? -1
* 1
1x /

FP
EJ
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Esercizio 27

Data una trave iperstatica scarica incernierata agli estremi A e B,
riscaldata con un aumento uniforme della temperatura 3¢, trovare le
forze che si sviluppano nei vincoli.

E’ intuitivo che la trave, tendendo a dilatarsi a causa dell’aumento
di temperatura, spingera con una forza orizzontale sui vincoli.

Questo accade perché la trave & iperstatica: se infatti in B cj
fosse un carrello la trave sarebbe libera di dilatarsi (fig. 2) e non
avremmo stati di tensione dovuti ad
aumento di temperatura (coazione

termica) (1). A t 5
Svincoliamo allora la trave e <> Z )
rendiamola isostatica degradando la A+ 1 ¥ Flg.1
cerniera B in carrello e sostituendo
(come al solito) il vincolo tolto con .
la reazione incognita X,. fig.2
Dovremo scrivere che per effet- *s— _éf
to dell'aumento di temperatura Af e
della reazione X, il punto B non si # 1 =
sposta (fig. 3):
- A 8 fige3
8, (A2, x) =0 — N
At

- iy b
Questa relazione pud essere

scritta in altra forma considerando -3

che l'aumento di temperatura provoca uno spostamento 8, (Af) verso
destra che deve essere annullato da uno spostamento uguale e con-
trario dovuto ad X, verso sinistra.

e —
8 (Xb) = & (L\l‘)

Ora ¢ noto dalla fisica che l'allungamento di una barra & propor-
zionale alla lunghezza I all’aumento di temperatura At e a un coefh-
ciente a di dilatazione lineare caratteristico del materiale:

_.)
85 (A1) = al At

mentre si sa che l'accorciamento di un’asta compressa da una for-

za X, é:

.
5 (X = 2ol
EA

(1) V. A. GIANNELLI, Scienza delle Costruzioni, pag. 203 e seg.
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Uguagliando le due quantityd si ottiene:

— =g lAt
EA

da cui:
Xy = EAaAdt

Lo stesso ragionamento vale per strutture piti complesse, con la
differenza che pud essere meno semplice calcolare lo spostamento
dovuto allincognita iperstatica (in tale caso si ricorre al teorema di
Betti o ad altri teoremi sul lavoro di deformazione).

Dato ad esempio l'arco scarico a due cerniere in figura 4), sotto-
posto ad aumento uniforme di temperatura Az, sostituiremo alla cer-
niera B un carrello introducendo l'incognita iperstatica X, (fig. 5) e
scriveremo la relazione gia nota:

— —
8y (X3) = &5 (A1)

figa.s
dove:

.-)
8 (A1) = ald:

mentre lo spostamento di B dovuto
alla forza incognita X, pud essere

w

.calcolata con Betti: 1

P
8 (Xp) = [MM’ dw figeS

dove M & il momento dovuto alla
forza incognita X, e M’ il momento
dovuto alla forza unitaria applicata
in B nella direzione dello sposta- A B
mernto.

Notando che il momento M do- 7 A
vuto a X, & X, volte il momento do-
vuto alla forza unitaria M’ si ha:

M=XM

. figsb
Sb(Xb) — X;,J}M'Zdw sistema ridotto

- o

4 \
e \
! i

da cui, uguagliando le due deforma-
zioni (dovute a At e a X};) si ha:

XpfM?dw = aldt

Xb e _(}.Lé_t___ M
S M7 dw
Il diagramma di M’ & quello in
figura 7). figs7
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